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ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÈÇÌÅÍÅÍÈÉ ÁÈÎÌÀÑÑÛ ÝÊÎÑÈÑÒÅÌÛ
¾ËÅÑ�ÏÎ×ÂÀ¿

Ë.À. Âîëîä÷åíêîâà, À.Ê. Ãóö

Èçâåñòíî, ÷òî ¾ëåñíàÿ ðàñòèòåëüíîñòü ñ ìîìåíòà îáðàçîâàíèÿ ñîìêíóòîãî äðåâî-
ñòîÿ àêòèâíî âîçäåéñòâóåò íà ïî÷âó, èçìåíÿÿ åå ñâîéñòâà. Ïðîèñõîäÿùèå èçìåíåíèÿ â
ïî÷âå ñâÿçàíû ñ âèäîâûì ñîñòàâîì ëåñîîáðàçóþùèõ ïîðîä ëåñíîãî áèîöåíîçà¿ [1].

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ (âçàèìîäåéñòâèÿ) ëåñíîé ðàñòè-
òåëüíîñòè è ïî÷âû ïðåäëàãàåòñÿ [2] ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, îïèñûâàþùàÿ áèîöåíîç ¾ëåñ�ïî÷âà¿:





dB

dt
= f1(B, P, µ) = rB

(
1− B

k

)
− αwP,

dP

dt
= f2(B, P, µ) = γ(p− P 2)P + δw2B.

(1)

Çäåñü B(t) � áèîìàññà ëåñà, P (t) � ìåðà ïëîäîðîäèÿ ïî÷âû, p � ìåðà òèïà ïî÷âîîá-
ðàçóþùåé ïîðîäû, w � âëàæíîñòü ïî÷âû, r, k, α, γ, δ > 0 � êîíñòàíòû. Ïàðàìåòð
µ � ýòî ëèáî r, ëèáî γ, ëèáî p íà âûáîð èññëåäîâàòåëÿ.

Ñòàöèîíàðíûå ðàâíîâåñèÿ (B, P ) áèîöåíîçà ¾ëåñ�ïî÷âà¿, ïðè êîòîðûõ áèîìàññà
(îòíîñèòåëüíî) ïîñòîÿííà íåêîòîðîå âðåìÿ, íàõîäèì, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

dB

dt
= 0,

dP

dt
= 0,

èëè 



rB

(
1− B

k

)
− αwP = 0,

γ(p− P 2)P + δw2B = 0.

(2)

Èìååì î÷åâèäíîå ñòàöèîíàðíîå ðàâíîâåñèå R0 = (B0, P0) = (0, 0). Îñòàëüíûå ðàâíî-
âåñèÿ � ýòî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
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

(
γpr

αw
+ vδw

)
B − γpr

αwK
B2− γr3

α3w3
B3+

3γr3

α3w3K
B4− 3γpr3

α3w3K2
B5+

γpr3

α3w3K3
B6 =0,
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(3)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3) äà¼ò ðåøåíèå B0 = 0, è çàòåì ïîèñê êîðíåé ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ 5-é ñòåïåíè ïî B. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ, êàê ìèíèìóì, åù¼
îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü B1. Îñòà¼òñÿ íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ 4-é ñòåïåíè.

Îäíàêî, íàïðèìåð, ïðè

r = α = β = γ = w = K = 1, p = 2, δ = 20

ýòî óðàâíåíèå 4-é ñòåïåíè íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Â äàííîì ñëó÷àå èìååì
ñòàöèîíàðíîå ðàâíîâåñèå R1 = (B1, P1) ≈ (−1, 4;−3, 36).
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Íî âîçìîæåí ëè ïåðåõîä îò ñòàöèîíàðíûõ ðàâíîâåñèé ê öèêëè÷åñêèì, íàëè÷èå
êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ â ëèòåðàòóðå? Âîçìîæåí. È ìàòåìàòè÷åñêè äëÿ ñèñòåìû (1) ýòî
îáíàðóæèâàåòñÿ ÷åðåç ìåõàíèçì áèôóðêàöèé Àíäðîíîâà-Õîïôà [3,4].

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå ðàâíîâåñèå R0 = (B0, P0) = (0, 0). Äëÿ
íåãî âû÷èñëÿåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ

det

∣∣∣∣
∂(f1, f2)

∂(B,P )
(B0, P0)− λE

∣∣∣∣ = 0.

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (r−γp)2 < 4αδw3 èìååì ïàðó êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ
êîðíåé, ïðè÷åì

Re λ =
1

2
(r + γp),

d Re λ

dµ
=

1

2
,

1

2
p,

1

2
γ > 0

c ïàðàìåòðîì µ, îãîâîðåííûì âûøå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Àíäðîíîâà-Õîïôà [3, 4] ìîæåò óñòàíîâèòüñÿ àâòîêî-

ëåáàíèå âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ ïàðàìåòðà µ. Ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ
R0 = (B0, P0) = (0, 0) áèîöåíîç ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà� Õîïôà. Âòî-
ðîå ðàâíîâåñèå R1 = (B1, P1) òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.

Õîòÿ, âèäèìî, ñëåäóåò ãîâîðèòü íå î ïðîñòûõ àâòîêîëåáàíèÿõ, à î êàòàñòðîôè÷å-
ñêèõ àâòîêîëåáàíèÿõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ãðàíäèîçíûõ èçìåíåíèé êëèìàòà
èëè óðàãàíîâ.

Ðàâíîâåñèÿ R0, R1 íå ÿâëÿþòñÿ ðåàëüíûìè ðàâíîâåñèÿìè, ïîñêîëüêó â ðåàëüíîé
ñèòóàöèè

B(t) > 0, P (t) > 0,

ò. å. áèîìàññà è ìåðà ïëîäîðîäèÿ ïî÷âû � ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, è, ñëåäîâàòåëüíî,
íóæíî áðàòü íåíóëåâûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ðàâíîâåñèÿ. Íî â
äåéñòâèòåëüíîñòè âìåñòî óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó





dB

dt
= r(B −B∗)

(
1− (B −B∗)

k

)
− αw(P − P∗),

dP

dt
= γ

[
p− (P − P∗)2

]
(P − P∗) + δw2(B −B∗),

(5)

ãäå B∗, P∗ > 0 � âåëè÷èíû, îñóùåñòâëÿþùèå ñäâèã â ïðîñòðàíñòâå (B,P ) ê ðåàëüíûì
çíà÷åíèÿì ðàâíîâåñèé ñèñòåìû ¾ëåñ-ïî÷âà¿.

Ïîíÿòíî, ÷òî è äî ñäâèãà, è ïîñëå ñäâèãà Ri → R∗
i = (B∗

i , P
∗
i ) ðàâíîâåñèå R∗

1 èìååò
ìåíüøåå çíà÷åíèå áèîìàññû, ÷åì R∗

0.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé êàòàñòðîô ðàâíîâåñèå R∗

1 ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïå-
ðåéä¼ò ñêà÷êîì â ðàâíîâåñèå R∗

0 , à ïîñëåäíåå â ïðèíöèïå ìîæåò âåðíóòüñÿ ê ðàâíîâå-
ñèþ R∗

1 (ïîæàð, ðóáêà ëåñà), íî ñêîðåå âñåãî ñëåäóåò îæèäàòü áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�
Õîïôà, ïîñêîëüêó èìåííî ýòî îòâå÷àåò íîðìàëüíîé ýâîëþöèè ëåñà.

Ïîýòîìó ñêà÷êîîáðàçíàÿ ñìåíà R∗
1 → R∗

0 ñòàöèîíàðíîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ãî-
âîðèò î òîì, ÷òî ëåñ ïåðåõîäèò ê ðàâíîâåñèþ, â êîòîðîì îí ïðîäóöèðóåò áîëüøå áèî-
ìàññû, è ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ýòîò ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ ïåðåõîäîì
ïîñðåäñòâîì áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà [3, 4] ê öèêëè÷åñêèì èçìåíåíèÿì áèîìàñ-
ñû è ñîñòîÿíèÿ ïî÷âû.

Ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü ýòî, êàê ñòàöèîíàðíîå ñóùåñòâîâàíèå ýêîñèñòåìû â
ñîñòîÿíèè R∗

1 ñ ìàëîé ïðîäóêöèåé áèîìàññû (ïîñàäêè), çàòåì ïåðåõîä ê ñîñòîÿíèþ
R∗

0 c áîëüøåé ïðîäóêöèåé áèîìàññû (çðåëûé ëåñ), è, íàêîíåö, ýêîñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ
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â ñîñòîÿíèè, êîãäà êàêèì-òî îáðàçîì ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþòñÿ áèîìàññà è ïëîäîðîäèå
ïî÷âû (ïîæàðû + âîññòàíîâëåíèå ëåñà ïîñëå ïîæàðîâ èëè âûðóáêè + âîññòàíîâëåíèå
ëåñà ïîñëå ïîæàðîâ èëè âûðóáîê).
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐÀÇÂÈÒÈß ÏÀÍÄÅÌÈÈ COVID-19
ÍÀ ÁÀÇÅ ÑÏÅÖÈÔÈÊÀÖÈÈ SIR ÌÎÄÅËÈ

À.Ñ. Ãîðóë¼â, À.Â. Êàïóñòî
Â ïåðèîä ñ äåêàáðÿ 2019 ïî ìàðò 2022 ãîäà ïî âñåìó ìèðó áûëî çàôèêñèðîâà-

íî 488 ìëí. ñëó÷àåâ çàðàæåíèÿ êîðîíàâèðóñíîé èíôåêöèåé, 6,14 ìëí. èç êîòîðûõ èìå-
ëè ëåòàëüíûé èñõîä (õîòÿ ïîêàçàòåëü ñìåðòíîñòè ñ÷èòàåòñÿ çàíèæåííûì). Ñàìîé
ñìåðòîíîñíîé ïàíäåìèåé ïðîøëîãî âåêà ïðèíÿòî ñ÷èòàòü èñïàíêó (èñïàíñêèé ãðèïï),
êîòîðàÿ â 1918 � 1922 ãã. ïîñëå Ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû óíåñëà æèçíè 50 ìèëëèîíîâ ÷å-
ëîâåê èëè 2,73% îò âñåãî íàñåëåíèÿ. ×èñëî æåðòâ ïàíäåìèé ÷óìû (541�542 ãã., 1347�
1351 ãã.) áûëî åùå áîëåå ìíîãî÷èñëåííûì. Ïîñëåäñòâèÿ ïàíäåìèé ñêàçûâàþòñÿ âî
âñåõ ñôåðàõ äåÿòåëüíîñòè êàê îòäåëüíîãî ÷åëîâåêà, òàê è ñòðàí â öåëîì, � ñîöè-
àëüíîé, ôèíàíñîâîé, ïîëèòè÷åñêîé è ò.ä. Ïîýòîìó áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàþò íå
òîëüêî äîñòèæåíèÿ ìåäèöèíû â îáëàñòè áîðüáû ñ èíôåêöèÿìè, íî è âñå ðåçóëüòàòû â
íàïðàâëåíèè ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ðàçâèòèÿ ýïèäåìèé [1].

Íàèáîëåå èçâåñòíîé ìîäåëüþ ðàçâèòèÿ ýïèäåìèé ñ÷èòàåòñÿ SIR ìîäåëü, â îñíîâå
êîòîðîé ëåæèò ðàçäåëåíèå íàñåëåíèÿ íà âîñïðèèì÷èâûõ (S), èíôèöèðîâàííûõ (I) è
ïåðåáîëåâøèõ (R). Îíà èìååò âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðîãíîçà ïðè áîëüøîé ïîïóëÿöèè
è ëåãêî ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà ïóòåì äîáàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ [2].
Íàïðèìåð, â èçâåñòíóþ SEIR ìîäåëü âêëþ÷àþò E � èíêóáàöèîííûé ïåðèîä.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ïðîãíîçà â ïðîâåäåííîì èññëåäîâàíèè â êëàññè÷åñêóþ
SIR ìîäåëü áûëî äîáàâëåíî 3 ïàðàìåòðà: H � ãîñïèòàëèçèðîâàííûå (íå â ðåàíèìàöèè
èëè îòäåëåíèè èíòåíñèâíîé òåðàïèè), C � ãîñïèòàëèçèðîâàííûå (â ðåàíèìàöèè èëè
îòäåëåíèè èíòåíñèâíîé òåðàïèè) è D � óìåðøèå îò áîëåçíè.

SIHCDR ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
dS(t)

dt
= −θI(t) · S(t)

N −D(t)
− µ · S(t),

dI(t)

dt
= θI(t) · S(t)

N −D(t)
− (ω1 + η + µ) · I(t),

dH(t)

dt
= ηI(t)− (ω2 + λ1 + ξ + µ) ·H(t),

dC(t)

dt
= ξH(t)− (ω3 + λ2 + µ) · C(t),

dD(t)

dt
= λ1H(t) + λ2C(t),

dR(t)

dt
= ω1I(t) + ω2H(t) + ω3C(t)− µR(t),


