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��

��
	�	 ���	���	�	 ��	������������
�� M4 &�
 ':� ����� �)* 
�	���$�� ����	�	� 
�"����� 
� 
	$�
 �������� ��	 �
��� 
���	 +	�
����� ;�	�������

�%����	��-��<

M4 =
∑
�A∈L

c�AM
4
�A, c�A ∈ C,

∑
�A∈L

|c�A|2 = 1.

;8	������� �%����	��-��< M4 5 #�	 �%����	��-�� �����	����� �	�	��� � 
	�%� �%�����	����
	�	���
�	 � ����������	� �	��� ������ �	 ���� � �	�������� 	�����	 ����	�	 &	�������	�	*
�	����= #�	 ��	����	� �	��	���� � �	�	�	
 7����	�� ��� �	����	�	 #��
��� ����������	�
�����	���� ��� � �%�����%�� 

6	 	��������	� %������ �	����� "�������	�	 ��� ��	�	�	�	 ���� ���	�������" #�	"� �
����" 7����	� 	������ ���%�-��

∑
�A∈L

c�AM
4
�A

��������
⇓−→ M4

�A0
,

��	 �%��� �
��� 
���	 ��� �	�� |c�A0 |2 ���" ���	�������" #�	" 



�� ���� ����

���� �� ���	
��� �����
���
� ����������� ����
�
� ��������� 
 ���	�� ������
��
M4

�A � �
 ������������ ������
��� �
 
�
��������� 
���
 �
������� �A� ����� 
����
�� ��
���
�
 ! �
�!"���
��� ����#� �����
��
��
����"�� �
������ �� !��
���� $������
��� �����%
��� ��
�� ��� �����	�������� ������ ����
������ ��������� &��'����� � ��
�� ��� � ����%
��
������ ��������� (��	����� )
 ���	�� �� ��� � �
 �	�������
 �
��
���� ������
�� 	��
�
�����
� ��
������
� ��
��� �
���
 ����� 	���
� ��
������
� ��
�� �*� � ����+	�+� ,��
�
� �� �����
� ��
��
	��
�� �#������� ��� ������
�� M4

�A � ��
������!+ �
���	
�����%
�
�� �
 ���'��� ������
� �

�� �������� -
� ���� �
���	
������
�� �
 ! ���� ���

�� ��� ����
�
� ����.������� /01�

$ ���! �������
 
 �
 ! �#� ������
�� ��� ��'��# ������� � ������
�� � ��'��
� ���%
����� 2# ����� � ������
�� ��� ��'��# �������� 3�� ��� �
 ��� ���
# ��'��# �������
��
��
������ � �
�
�! ���
������� )� 	�� ���� ������
��� �
 ��� 4������
� ��	���� ��%
����� ��	��� 
������� ������
�� � ��'��
� �������� 5 �
�������
� 
��� ������ 	�� �
�
������
��  ������ ��
����� � �
 �����'���� ����	
��� ���!'��� �

�!+ �!�'��������� �
��
'�
� �������+ !��� ��� �
������ )
 �
 �#�
	� �� ����� 	���
� ���� � �!	� 	��
 �
	�! 
� �����

�� ������	

5�
���� ��
 

������ � �
 ��������� � 
 �� ����������+"���� ���# 6�
	��
�����7 �
���
��� ����� 
	����
�
 !��
���#�� �

�#� � �!��� �
�����+ ��� ��
 

�������

���� ������	�
�� � ������ 	��
��

,!�� Mn � n%����
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������ ��� ����� � �!�� 0 ≤ p ≤ n�

��������� � �������� ��� 	
 Mn �
�
	� ��
����� ����	�� F �
����	���� p� ���� Mn �	
��
��	� �
����	��� 	
 ��	��	�� ����	�� ����	������
 Fα� �� ����

Mn =
⋃
α

Fα, Fα ∩ Fα′ = ∅,

���
�
���� ��������� ��������� ��� ���������	�� ����� x �	������
��� Mn 	
������ ���
�
��	
� �
��
 ϕ : U → (x1, ..., xn)� x ∈ U � ���	
����
�
� ����
		�� ��
���� ��������� �	��
�����
��� Mn � �
�
�� ��� ����	�� �����	�	�� ��������	�� U ∩ Fα � ���
���� ��������	�� U
!��� ���
��	�� �
��� �
�
���� ��
�	�	���� ���
 xp+1 = const, ..., xn = const"

2�
����� Fα ���#��+�� ������ ��
���� F � ��
 

������ Mn � ���
��	�� �	������
����
����	��� 8���� p � q = n− p ���#��+�� �
����	����� � ���
����	����� ����	��9 �������
��
� �
�������
�� ��
���� 
�
�����+�� ����� dimF � codimF �

�������
�
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 (n − q)%����
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�� �� �#� �
������#�� )
 ��
� �
 ! �#� ��
�#�� �
Mn ��
��������

;�������
� �����
���� T (Mn) 6
����
 
7 ��
 

������Mn �
 ��
����� F 
���	�� �
	���%
��
������ �

�
� ��������
 ����� �
�
����	�� �
�����	��� ����	��< � 
 �
�����+ ���
%
�#� ����+"���� ��
��� 5

����!+"�� .��
�%�����
���� ���#����� 	���
��	�� �
�����	���
����	�� ν(F)9 � 
 �������
�� ����� �
�������
�� ��
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��������� � #���	�� F �
����	���� p � ���
����	���� q 	
 ��
���� �	������
��� Mn (n =
p + q) $ !�� 
��
� ���
��	�% �
�� 	
 Mn �
���� ��� �
��� ϕi : Ui ⊂ Mn → Vi ⊂ Rq × Rp

������������� ������� ��%�
	�	�� &�	�'���� ����%��
 ϕi ◦ ϕ−1
j : ϕj(Ui ∩ Uj) → ϕi(Ui ∩ Uj)

�
�����	�� Rq × Rp 	
 �	������
 ���
 {x} × Rp� x ∈ Rq"
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 ���
�� �����
 ��

���� �� �	
�� �
����� 
��	� ������	 � 
��	�

������ ���	� �
���� ����
�	 �������� fi = pr1 ◦ ϕi : Ui → Rq� �����	�� f−1(x) =
ϕ−1
i ({x} × Rp), x ∈ Rq� �������	�� �������  !"#$%&'( �
���� F �

)��	* F + �
��� ����������	� � �� ���,�������� Mn� -������� .	� F �����	
������� ��
����� �
� Mn �������	�� ��/�	���  F0���
�.��1��( ���	� �
� ��	���� 2���3�� ������
��
��	�� �22������ ���������������� 	�� ���	 ��� x → ax + b� a �= 0� � 	��������
*��� �
F ������
����

������� � ��	��
��� ��������
 �����������
 Mn �������
� ���
��
 ������
������ � �����
� ������ ������ ����� ������
������� ���
����������
 χ(Mn) = 0 45� 6� 7859�

������� � ��� ���������� �� ������ ��������� ������� ������������ Mn, n ≥ 4� � ���
�
	�� ������
�������� ���
����������
 ���
��	�
� ���
��
 ������
������ � � �
�������� ��
�������� ���!��� ����	�
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 �������� C1������ 4:9�

������� � ��� ���� !" "����
 ���������
 �����	!���
 #������������
 ��

� ������
 ����
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 ������
������ � 4;9�

������� # "����
 ���� ��
� �����������
 ��

� ���
��
 ������
������ � 4�89�

���� ��$�%�&'(�
)�� $�*�+��'� 
%��*

)��	* F + �
��� ����������	� � �� ������� ���,�������� Mn�
)�������	�� A ⊂ Mn ������	�� ��� �
�� �  �
� F( �
� F���� �
�� �� �
� x ∈ A

�
.	� .	� A ������	 �
�/� �������1�/ .�� x� <��. ,������ ����1��� �����	�� �	*
��=����� �
�>��

?
�/ L ���	 ��	* 	�>� 	�����
 �( L �����	
�� �� 	� �	* ,� 	���
�,��� �������	 � ����3��������/ 	���
�,�/  �� Mn(�

 @������� 
���/ ������	�/ �
�/ ��
�	�� ����	�����(A
 7( L �������� ����� �� 	� �	* ��1�	��	 ����1��� �	���	� �����	�� O 	���� .	�

L ∩O = OA
 �( L ����$%��
��� �� 	� �	* �� ����	����/� �� 
���
*�� �
�	��/�

,$��+�%��'� # &���������
 ����
��	� '�������
���� F( ) *�� ��������
 ��� �
���

�������
��	� Z ⊂ Mn� ��! �������� ���� � ���� L ⊂ Z !	�!
��! ����� �� ��
� L = Z�
��	�	��
����� �������
��	� Z ⊂ Mn ��� 	�
��! ��������� �� 
��� ��� �
�����
� �������
��
� ��� �
���
 � ���������� �������
���� �
�
%���
�� � ��+
� �	����	, 
��� Z ′ ⊂ Z ��

�
����
 �
 �	����	�� �� Z ′ = Z�

B�����	�/ �
�/� ����� ��
�	�� ������
*��� �����	����

������
*�� �����	�� ���	 ��	* 	�>� 	�����
�( Z ����	����/ �
�/  ������	��/� �
� Mn ������	��(A
7( Z �������	 � MnA � C	�� �
�.� �����/ �
�/ �
���� F ��
�	�� �
�	���� D��� ������	*

	��� �
��� ��������� �A
�( Z ��=����� ���
�.�	
*��� �
�>�� D��� ,�����	*� .	� Z �	* ����$%��
����
 �����

������
 ����
��	��
��������� � ������ �� �	�
��� �	������� �	������
������� ��� ������������ ����	�
��� 	����� TF � ��� ��� �� Rn = Rp ×Rn−p ����	 �����
 �����

������� Tp� ������� �� �� Rn−p �	��	 ���������
 �����
� ������ ������ TF ���������� ���� ������	�
�� ��� ϕ : U → ϕ(U) ⊂< Rn,Tp > � �� �	�	� ��	�� !�����	� �	������	� � ������ ������ ����
���
��� "##� $� #%&'�
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����� �	
� C1����
�� F ���	����
���� q� ����	 C∞������	��
�� f : Nk → Mn 
	���	����
�����������	�
� � F � ���

Mn
f(x) = Ff(x) + (f∗)x(Nk

x )

�� ������ x ∈ Nk� ��� Fz � ���� ��� ���!�� "���� ��"�� z� #���
	"�
�� �� ��	
�����	�
����
f � F �
���������	� � ���	 ���� ������� F ������������� q� ����� ������������������ �������
������� ���
������ ���������������� ����� α(F) ∈ H∗(Mn;R)� ��������������� ����������
������������� �������� ��� ������ C∞������� ���� f : Nk → Mn� ������� �����������	�� �
F � �!��������� ���������

α(f∗(F)) = f∗(α(F)) ∈ H∗(Nk;R).
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����� ���
�� F ���	����
���� ' 
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�
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���� 
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����* �� ��
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������	 � ���	��*!� ��� ��������������� �	�	���
� � F �

& ��	�
�� �	��� xA(A = 1, ..., n) (���	 γ ����� ��� γ = γAdx
A�

,���	 γ ���
	 ������������ �����* �
������������� ,����
���	 γ∧dγ = 0. +�� ��
	"	���
"�� ��!������� '�(���	 α -�������

	� � ��"
����* �� ��	�
��� γ.� �	�	�� "�� dγ = α ∧ γ�

���������	� � *��+��� ��,,����-���	��� .�,���� α ∧ dα �������� ���������� � �/� �����
����������� [α ∧ dα] ∈ H3(Mn;R) ���
������ ������� 0���������*�� ������� F � ������������
GV (F)�

/%�������"����� ���� �	��	 %������
	�&�� �� ��� ��
� ���	���� �	�	��"
��� 0������ )��
�� ��� ������� ���	���	*!� � "�� ���
�� � 
������	�
�� �	���� %������
	�&�� �������
����	��"
� �	���	

��1 2'�� 3� �4�5�

���� ��	������ ����� �	
��	������

����� ���
�� F ���	����
���� q ����
�������� &������ �������*!�* q�(���� ω� �� ����
ω = 0 ��"
� 
	 �	�	���
� �������� ���
�� F �

0
	"� ������� 
���	�
�� �	����
�� ����
������� � ���
�� �	�	6���� �������*!�� q�
(������ ��	�
� ������	����� � ���� �
�7
��� ���������
�� '�(���8 ω = ω1 ∧ ... ∧ ωq�

9�!������� '�(���	 α �	�	�� "�� dω = ω ∧ α�
���������	� � 1���� α∧ (dα)q ���	 ��������� (2q+1)�,����� ����� ����������� [α∧ (dα)q ] ∈
H(2q+1)(Mn;R) ������� ������� ��+	 �� F � 2� ���
������ �����/���
� ������� 0���������
*�� #3� 4� $'%(�

���� ������������������ ������ ��	��� �	�������	��� q = 2

�� ������ �
�� !������ 
����	�� ������	�	��� "�� ���
�� F ���	����
���� q 
	 �
����
���	���Mn ������� �����/���
�� ��� "�� :����	�
�
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	���
� ���	�
�� �������� ω1, ..., ωq

�������*!� (����
2!���������� ������� ,��� ���
�� F � �������� �
������� U ⊂ Mn � ��� 
	��� �	��� 

'�(��� ω1, ..., ωq� �	�	

� � U � ��	�	*!� ����*!��� �������	��8
-;. (���� ω1, ..., ωq �
��
� 
��	������ � �	���� ��"�� �
������	 U <
-;;. ����
�� �	���� �� :�� (��� 
	 *��* �����
�
�� ������"�
�� *���� ��� � U ������
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#"����
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�� ���
�� ����	��"
� �	�	�� �������*!�� ������� (��� � ������� 

�
������	 � ����	��*!� �������� ���	�
��� �
������	����
=�� U = Mn� �> �� ����� ��� � ���	�
�� �������*!�� �������� (����
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����� ����	
��� ��������� �� ηij � dηij � �
�������� �	������ ����������	�����
���	� �	 M4+q� ��������������� ��	��� ������� ����� �	
����� ������ �� ������� � ���	 
�����! "�� �	��
	���� ������������	����
� ������
� ��������� ������!

"�	��
	����� ��� #�� q = 1 �	�	� ���	 $� ��������� �� ��������% 
���� ���	& η11 ∧ dη11�
�� ���� ���	 '����(��	 )��!

*�� q = 2 #�����	���
� �	��� ��� #������� � #�����	���� ���	� +,�� -! ./01&

d(η11 + η22)
2 ∧ (η11 + η22),

(dη11 ∧ dη22 − dη12 ∧ dη21) ∧ (η11 + η22),

(dη11 ∧ dη22 − dη12 ∧ dη21) ∧ (η11 − η22) ∧ η12 ∧ η21,

(dη11 ∧ dη22 − dη12 ∧ dη21) ∧ η11 ∧ η22 ∧ η12 ∧ η21,

d(η11 + η22)
2 ∧ η11 ∧ η22 ∧ η12 ∧ η21.
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2	�� ���	��� ���	�3����� ������� ���	�������� 4 ���� � �	�	�������������� ��	���
 �	� 
�������( �� ��/� 0� 0! 5	���( �� 6��� ��	���
 �����	�� ��	�� '����(��	 )��!

�� ������ 	
��	��
		��� ���
	��! 7���
����
����� �	�	�������������� ��	��� ���� 
��
���� �� #��������� ������� ��	��������� ��	��( 
 ���	��� 	�����	������( ��#������! 8��
������� ���	�������� q = 2 ��� ��� �	�	�������������� ��	��	� #�����	
����� ���	 
� +,�� -! ./01&

dη11 ∧ dη22 − dη12 ∧ dη21,

(dη11 ∧ dη22 − dη12 ∧ dη21) ∧ (η11 + η22),

d(η11 + η22)
2 ∧ (η11 + η22).

$�!4%
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7�����
��� ��������� �#�����
 #����
���� �����	���� �� ���� #����#����� #�����	��
	���
������ ������� F0 �	 �������	��� Mn 
 ������ ������� F1!

���
�
�
	�
 � ������ F0 � F1 � Mn� ��� �����
������ q� ���������
� Cr���
������

���� ���������� Cr������� F � Mn × [0, 1] �����
������ q ������ 	�� �� ������������ �

M × {t} ��� t = 0, 1 � ��������� F0 � Mn × {0} � F1 � Mn × {1}�

���
�
�
	�
 � ������ F0 � F1 � Mn� ��� �����
������ q� Cr���
������ ���� ����������

Cr������� F � Mn × [0, 1] �����
������ q + 1 ������ 	�� M × {t} �������� F�������
�

0 < t < 1� � Fi = F|(Mn × {i})� i = 0, 1�

8�� ��	����� �������	��� �� ������� ���	�������� , $�� ����	������ ��#	������% �� 
��������� �����#��� ������� ���� ����	��
�( ��	�� '����(��	 )��� �� ������ #������
#��	��
	����� ��� GV (F) ���� ��#����
�� � �����
�	���� ���������� � �������� t ���
����� ��	���� �����#�( Ft +,.� -! 991!

�� ����	� ��
�
	� � ���
	��

) ����	�� ����	 #�����	���
� 
��� M4 �	� ���( 
 � ���� '�#��#�����	���
� �	������
����� ���	��� �� 
������ #���:���
�� 
 #��:���!

8�(��
�������� #���#������ ��� M4 ⊂ M5 �
������ ���� ���������
	����� ������� F �� 
�	�������� , �������	��� M5! 8�� �	:�� ����( ���� �� 
	���� ����� ���( M4 
3�� ���� ��� 
����� ���	��! *���� Ua ⊂M5 ; ����������� ����� a! 2���	 ��#�����	 �
������� (M4 ∩Ua)a
������
	 M4 ∩ Ua 
 ����� a ; 6�� �������� ������� � a 
 #�����	���
� 
����� M4! <�� �	�
�� ������� =	�������� ������� a � ��������� �� ���������� #������������ ������	 
��� 
��! >��� D ⊂ M4 ; ������
� ������( ���	�3������ *��:���� ������� a� �� #���#������ ���
b ∈ D ⊂ Ua ∩M4, D∩ (M4 ∩Ua)a = Ø? #���3� ������
��� 
�����	� ���
	� L ⊂ Ua $���������� 

�� ������ g
(5)
AB ��@������� � ������ '�#��#�����	���
	 % � �	�	�� a � ����� b ∈ D! 2	�	�

����	��� �
������ �	� �	� ���	���( ��� �	:�� ����( $�! ���! 4%!

�������� ������ 	
��� ������ �
 S3 ��	���� ����	�� �����
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+�� ��
����, 	
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� -�
 ���
 �
'�� ��
� ��������
������� � M5& ���
 .�
 ��� ���������� ��	
����� ���

� /0�1& �
�
��� ����
��#�
 ��������%
2��� ���� �� �����

���� �����	
 ����

��
� L ⊂M5 ���������� ������� 3� M54& ���� �'
 ��������� �
������� � M5& ���� L =M5�
5��� L ��
���� ��
�& �
 ��� �2�
� �
#�� x0 ∈ M5 �!�����!�� �
����
�����"�
��" �
#��

{xk} ⊂ L& ����������� � x0� 6��#� '
�
��& ���'�� ����!��� ��
�" !'
��
 ������� � ��!' ��!'!
� �
�
�
'��  ������
��������� M5 �
#�� xk1 , xk2 & 
��� �� �
�
���& �!��" .�
 xk1 & 
�
���#�� �+�
#���� b& ���� � ��
��
� ��!'
� �
#�� xk2 & 
�
���#�� �+� #���� a� 	
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���� ��
����& �
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���� �������� �������"���& �
 �!��������� �
��
��
� �
��
�� �� ������ ��
��

8 #�
 �����"& ���� ��
���� �� �������"�
� � �� ���� �� � ��
��
� ��
�,

��� �������	
 ����

9!��" τ : [0, 1]→M5 : �!�"& �
��������� � ��
� ��
���� F � �������2��� �
#�� τ(0) � τ(1)�
9!��" T0 � T1 : 
������
��� �
#�� τ(0) � τ(1) � ��
�� �����������"�
'

 � F 
��
����
'
 ��
����
N � 9�� ������� ��
�" ��
+�� ��
���� F & ����!� τ & �
�!#��� �
���"��� ��;;�
�
�;��� T0 ��
T1& �����
����� τ(0) � τ(1)� -�
 : ��������� hτ ��� τ �

5��� ��� ����
� ����� τ : [0, 1] → M5& ���� �����!�
�! �!�� � τ(0) = τ(1)& ��� 
��
�� �

��� �
�!#��� �
���������� 3�
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�
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�
���& #�
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�
�
��2 ���2� �
�"�
 �
�������� ��
�& �
 '
�
���& #�
 ��
���� ����� �� �����

����������
9!��" F ��
���� � M & L : ��
�& x ∈ L � T �����������"�
 � x� <
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�
�
��� 
���������

'
�
�
�;���
H : π1(L, x)→ Homeo(T )
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������������������ ��������� � ������ � ������� �� �����
������ !�����������������

� "����� "�������#�$��� ������������ T �

%�& ��'��� ��� ���������(��� "�������� ��)�"� �������������������� ���� ��'��(� *�� �
�&��������� ��&�����+ ������� �� ���)��� !���������������� ��+�'���� '��"�� ������� ��)�"�
��������������������� �����'��� �� ���� 
��)����� ���� ,�'� ����

������� � �	�
 ��� �
 ���� ����� F � ���	
�	 �����	
���� - �	� ����
���� 
� ����
����
�
��������� Mn� ����� GV (F) = 0�

�������  ����������������������� ���� �
 ����� ���� ���	
�	 �����	
���� - ����� 
	
��		� ����
����� �� GV (F) = 0�

� ��!�"���� �# ���� M4 ���	
�� �����	
���� � ����	��� ����

 �� 	��� ��!	����	�
�	��� τ � M4 � �
�	��� T � ��
��	����
 � � ���	
�" F � ���	��!�� τ(0) ����	� ���

�# ��!	����	� ����� p 
� M4 ∩ T � p �= τ(0)� ������ ��
���	��� ������� ��	�	�	
��
����
���� hτ $��	�	�%	

�� 
� 
	������ ��	��
���� τ(0) � T #&

'# [hτ ]
n(p) ��	����� � τ(0) �� n→ +∞�

.��*� "������ ���� ������� &���$�������� - �������� ����

 �� ���� �� ���&���*�� �����
�������� ��� �� ���� /���� �� �		�

������� ���� ���� ����'����( ��&� &�& ������������� ���� � ���������(��� "������

���� 0-�1�

2 �������� �������������������� M4 �� ������� �������� �����'��� �� 3����� ����
�&��( �"�'�� ���$&� /� ������"�� ���"�����$�� M5	 �� &�����+ � 4������� ���� M5 ����
������� �$ M4 �&��( �"�'�� '���&�"� 
��)��"� /��� ,�'� �"�	�
5������ �'��( ����� &���'����� /� ������������ $�'������� ��&����� γA, '���(��� & -�

#���� γ	 �����'�� & ���&���*���� 6�����&����7 #�$�*��&�"� �������������������� � ��*&�+

��)��"� ��� ,�'� �"�� 
��)��� ��+�'���� ��&���(�� ��'��� �"� �� ��'� '��"� ��&��( � ��'��+
4������"� ����� 8����*��&�� ������( ���$���� 
��)��"� +���&����$����� ��&����� γA� � ���$���
��� �� �&������� � 9��&�����"������ ������ /��� : ;�-	�
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���� �������� � �����#��� $
���� b�
������ �� ��� ��%������ � ���
�
���
����� 	��� &� 
���� � '��������� � � ���� (��"� "� �
�
����� ���"� 
��������� ) *��& "���
�� ���� 	�� ������� ������ �
���� 
�	�������
���
������ �������� +��
��� �
������ ��
�� ���������� 	����� ��	���� a � b)

,����� ��� ����� � &�� ��� �
���
��������
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�������� ��	�� �
������� ���� � �	��
����� ���
�
���
�����- ,��� ��� ��������

������� � �	
���� ��� �� ����� ���� GV (F) �= 0� �� ������� F ����� 
�������� �����

.�
�
 �������� &�� GV (F) �= 0 ��&#� ����������� �
������"� ����� ����
�� � ���
����
�� � �����&��� ��� ������� ��� ������� �� �������� ��� ����� ���������� �
�������
����� ����
�� ���� � ���
���� ����� ��� ������� ��� ������� ������ F )

$����� �� GV (F) ∈ H3(M5,R)� �� ������ GV (F) �= 0 ����&�� ����&� +��
��% ��
 �
�	������ �
���
��������
�� /��
��� ���
�
���
����� M5� � � �&��� �������������
$�����
 � M5 ������ 	�� � ���
�� ��
�� �)) �������)

0�� ��"� &��	� ������ �� ���
��� ��&�� ����� 1���2 ���� ��
��� � �
������ ���
	��
���� ���
 3�����3��� ���	
������ &� 3���&���) 4� ������ ���� �	������ � ��&�� ���
�������� �
���
��������
��� �������&�� ����"� ����� � ���"��
�� ����� � ��	%������� �
�
���������� ��������� 1�����%2 ����)

������� � �	
�������������������� ��� �� ����� ���� ������� ������������� � �� ����

�� 
�������� ����	� �� GV (F) = 0�

$��� Aff(R) ! "
���� �33����% �
�	
�������� �
���� R) �
����
��� �� �33���� ����
�� F ��
���
����� 5 �� ���"��	
���� Mn ����6�
�� "�����
3��� "�������� h : π1(M) →
Aff(R)) '������ �	
�� "�����
3���� h ���������� ���

�� ��������� ������ F )

*�� ����

������� � ���� ����� ����� F � ������������� �����	�������� �������� ������� �����������
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$�� "	�� ��	���"���� �
��	�"��	�%
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'� &�� ���� � ��� ��&����� ��������� &�� GV (F) = 0- 4������� ���
��� ��������� ��
�
������ ���� � ���&�� ��"�� GV (F) = 0-

,��� ��� �������� ������ ��"�� ����� ���	������4� �
������� �� ����� ����� �� �
��
��
 �
���� "�� �� �� ����&�� ����� F � "����� ������
���
�&��� ������� ������
Ft� %�
���
����&���� ����� :5�;

CharFt
(α) = GV (Ft), α ∈ H3(W1),

CharFt
(α) : H∗(Wq)→ H∗(M4+q;R),

����
�% ������ � ������� ��
���
� t �� ������

GV (Ft) ·
d

dt
GV (Ft) = 0

7����� � ���� ��"�����"�&��� �������8 ���� &�� GV (Ft0) �= 0 ��� �����
�"� t0)

<�� W1 ! 	����&���
��� ��"	
� =�� ��"	
� 3�
��� ��% ����
��% ���� �� �
����
R) ># (����� ���� ��� h(x)d/dx� "� h(x) ! 3�
��� ��� ������� 
�� 7? @ABC?D EAFGB HGBIGH8)
>��������� ��
����� �� ��"�����"�� ��"	
� =� W1 7� �
����� ���� ��(33�6������8 !
(�� H0(W1;R) = H3(W1;R) = R)
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	�� ��������	����� �	����� ���� 
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c̃

(
h1(x)

d

dx
, h2(x)

d

dx
, h3(x)

d

dx

)
=

∣∣∣∣∣∣
h1(0) h2(0) h3(0)
h′1(0) h′2(0) h′3(0)
h′′1(0) h′′2(0) h′′3 (0)

∣∣∣∣∣∣ .

� �
 !	� ���	������"� �
����� ����#������ �	������	��� ��$��%�� &'(� ������	 �)')'*� ��
�
α ∈ Hk(W1) �� ����	�
�%�� ���	$ "��������$�	 ��
�!���� Hk(Wq+1) → Hk(Wq), H3(W2) =
0)�)

+���� Wq �������!�������	� 	
"���	 ,� �������# ��
�� �	 Rq) -	�	��������!����� �
	��
�
����� ���	$�������� q ���������� �� Hq(Wq;R))

�	������ �	� ����!	
��� � . �)/� ��%�� ��� �	����	 ���	� ������"��� ��	� "��������
{Ft}t∈[0,1]� �������� ��	� ��#����� �
����� F = F0 0GV (F0) = 0 � �
����� F = F1 0GV (F1) �= 0)
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	���"� �	������	��� �
� ������	��� �
�����3

��%� ���������� ��� ��$�!����� ������� � �����# ������
����� �
����� '����� �	��
����� ���	$�� ���$	� � !���� ��$�!������ ��
���) 4�� ��$�!����� ��
� ��%�� ����%�	��
�
� �$������ ����������� ��$�!����# 5������������ 6�	������� �	  �������
�#7 �
� ��� � ���
��������	��� �����	
��� ��$�	���� ��$�!����� 	��	�	� �) 8	� ��$ 
��	�� ��
 !�� �$�������
������
����# '������ �$�	!	���� ��$���������� ������	��� �
������ �����	� �$����� ������
" �	��� �
����� � ��9��
���� �����������	����� �� �	� �
�������� �������� �� %���� �
��)

���� ��������	
� 	���
������ ���	
���	
���������� � �������

� 	����� 
����������� ���		� �������������

� �� %����� ������	������������� ������� ��
� � �	���� m � $	����� e ��%�� �� �������
��	��� ��!�$	�� � ����
����� � � � ���� �� ���	� %��	���� � ���:
��) �� �
� 5��"� ��
%��
���
������ ������:���� �
� m � e &;� 0) '<�*2

e ≤ 2m
√
G.

=)>) ,������� ����
�%�
 5����������� ��������� � �	�
������  ��������"��� 5
������	) 1��
�����%���� �� �	��!������ �������� 5
������ ��
%�� ��!�$	�� �$ �	:�"� ������	����	�  ���� �
����� � 5���"�� � ��� 
��� �)�) �� ����%�	� 
���� �����!�# !	����) ?��	�� �"� �	��!�� ���	�
$	
�� !�� @��#��!����� �	�	���� �� ����:�#  �������
�� 5
�������� ��� �	
��� �� ���� ��#
�
� ����	����� 5����������	A)

�� ������ 	��
��� ����������� ��� ���
������� �
���
��������
����� � �
�����

1 ��� < M5, g
(5)
AB > B C������� $	��� ��� ���	���� ���"����	$��) 1����
�� �
� $	��� ��"�

C������"� ���"���	$�� χ(M5) = 0� �� �	 M5 � ����� �� �����!��� "
	���� ��������� ��
� ξ)
D	�������� �	$�� e0 = ξ, e1, ..., e4 � M5

x � ����������� � ��� θ0, ..., θ4)

E�"�	 ����� ���� �����$�

ΩAB =
1

2
R

(5)
ABCDθC ∧ θD.

1�����
�%��� !�� ���"����	$�� ��
����� �	�	������ �)�)

R(5)(X, ξ)Y = g(5)(X,Y )ξ − g(5)(ξ, Y )X,

	 ��
� ξ ��" 
������ �� ���� ��� ��	������� ��
� ξ ����� ��� � �
�� l(ξ))

E�"�	 ���	���
��	 ���� 
	�� �	 ��	�F�����E	��� &G<*

���� q > 1 ����� �	
���	����� ��������� ���	������ ������������������� �������� �����
���� ����
��  �!� "##$%&&'''�()(*(##+,-�.*/&-*#&�(01()�$23

��� ������ ��4� 
����� ���	5���� 6	��7��8 	 ��� ����	���� ��������	��� 5�	������ �	5		�������



�� ���� ����

l

4π2l(ξ)

∫
M5

[Ω12 ∧ Ω34 +Ω13 ∧ Ω42 +Ω14 ∧Ω23 + 3θ1 ∧ θ3 ∧ Ω24 + 3θ2 ∧ θ4 ∧ Ω13+

+15θ1 ∧ θ2 ∧ θ3 ∧ θ4 − θ1 ∧ θ2 ∧Ω12 + 2θ1 ∧ θ3 ∧ Ω13 − θ1 ∧ θ4 ∧Ω14 − θ2 ∧ θ3 ∧ Ω23+

+2θ2 ∧ θ4 ∧ Ω24 − θ3 ∧ θ4 ∧Ω34] ∧ θ0 = 3− 2β1(M
5) + β2(M

5). �����

�	
 ��� ����� ������� ������� ������
 ���������� �	
 � !���� ���
 "��������� �# ������

< M4, g >  "�$%����& �	�&  	������ �� '�"��"��������� � < M5, g
(5)
AB >� �� "���&���

� � �	��� �& �#�����& �������� �� ��(�
 "� ���� )���� ���
�*��  ���
 �� ������  ���
�

+��� '�"��"��������� �� �������� "�#"��%���$� ���,������ < M5, g
(5)
AB >� ����� ���
 ������#

 �� �� 	��� ���� � �� ��%��  ��"�	�,� ����
 -���$	�& ����� �	
 ������ �������
., $�� ����& �� ���������� "�	
 �	
 5#������ 	������ � '�"��"��������� �� ��� (��

� �	��� ���

R
(5)
AB −

1

2
g
(5)
ABR

(5) = κ ε(5)uAuB,

� ���%� �, ���$��$�� -���$	� �	
 ���"����� ���,��� ��� �,�� "�	$����� ���

R(5) ∼ κε(5), R
(5)
ABCD ∼ [κε(5)], R

(5)
AB ∼ [κε(5)].

+��� �, ����� �����/

l

4π2l(ξ)
[const · (κε(5))2 + const · (κε(5)]v(M5) ∼ 3− 2β1(M

5) + β2(M
5). ���0�

1�������� �
 �	$��� δ[κε(5)] < 1 � δ[κε(5)] > 1� 	��� "��
��� ��� ��� � ��
��
 � �����$ $�	� ��/

l

4π2l(ξ)
[κε(5)]v(M

5) ∼ 3− 2β1(M
5) + β2(M

5). ���2�

3�� ���� �	��$�� "������� ��� � !���� ���� "��������� �# ������ M4� �� ���� "�
 	���� "�$#
%����� �	�
� �,������ ����������$��$�� ��-������� �	����
  �� �� �	������ ����*�� "�$#
%����& �	�&� 4	��� ���	���� "��	� ��-�������  ��	$ ���� ���  �,��%�� �,������� ���������
�� ���� �,���
��
 GAB � ξ� �� �� �� ,������
 "������� (������ ′� +��� �����  ����� ���0�
�	��$�*$� �����$/

l

4π2l(ξ′)
[κε′(5)]v

′(M5) ∼ −2β′1(M5) + β′2(M
5). �����

3�����$ �, ���2�� ����� "�	$���� �����$ �	
 ������ ������ δ[ε(5)] = ε′(5) − ε(5)/

δ[ε(5)] ∼
4π2

κ

[
l(ξ′)

v′(M5)
[−2β′1(M5) + β′2(M

5)]− l(ξ)

v(M5)
[−2β1(M

5) + β2(M
5)]

]
. �����

��-������
 �� ���
�� ��"�	��� � 	���$� ���$��$�$� 3�����$ ���	� 5���� �� ���
���
� ��
���� β′A(M

5) = βA(M
5)6 ���
���
 ������� � ��7!���

8� ��	� �,����	��� β2(M
5) = 0� ��"����� β2(S

5) = 0� �� 	���
 ��-������
 �	����
 ��,
"�$%����� �	�!� �� ���� �	����� � "�$%������ �	�
��� 3�����$ �	��$�� "���"�	�%���� ��� ,�
��!�� ������ ������ "��������� "������ � �� �& ��"�	���� � �� �& 	�������  M5 9 β2(M

5) �= 0�
��$��� �	� ���� ����� "������

< M5, T , F, β2(M
5) = 0 > → < (M ′)5, T ′, F ′, β2((M

′)5 �= 0 >,

�� (���� ′ � ���� � �� �& ��"�	��� T ′ � �� �& 	������� F ′ �� M5 ���� �� ���%��� �� ����
�� ������	� ��"�	��� � 	��������� ���*�&  �,��%����� "�
 ����
 "�$%�����$ �	������ 3��
���� '�"��"��������� � < (M ′)5, T ′, F ′ > "���������� ����������� ��� 2# � �#������ �����

+���� ����,��� 	���	���� ��	� �� ��������������� ��&�� �� �"������ �,������ ��,��*����
"��������� �# ������  '�"��"��������� ��



��������	� 
 ���
�� �����
 ��

�� ����� �	
	��
��������� ��	���� ������ � ���������� ������

������	 
�
�� ������ ����
����������
�� 
����� ������� ����� ��� ������� � ����������
�������
��� �������
�������	 ��� �� ������ ���������� ������ ��� ���� ��������� ����������� ����!���

������� � ��������� 
������ "�#�����$%��& '()* ����� #���	 ��� ���	 ��������	 �� ������!���
� ����
� �	 +�� ������� � ���	 ��� � ��� ������	 
��#� ������� ��#����� 
����������� �����	

����������� ��������� ���#�����,��� ������� �� ����� ����� ����� -����
�� #�
���.	 �����
������	 � �������� �� #�� �� ���������� ��� ����� ���� /0�1&
2��� ���
�������� '()* #����� ������ ������� �������	 ���� #����� �#��� �#����������

�������
�� 
����������� �����& 3� ��������	 ��� ��� �� �� ��� ������� ��� ������ ���� �
����#������� ������� �#�� ���!#����� ��������� 
����������� ���������	 �	 ���#���������	
+�� �� �������� ������������$������� ���������� � ��� ���& 4� � �����������!��� �������	 ��$
�� #����� ������#������!,��� �������
��� ������	 �� ��#��#�!,�� ��# ���������5�! '()*6�&

���� �����	 
�����	 ����� �q = 1� ���������������������� �������	����	

7��������� ������� F 
������������ � � 8$������ �����������M5	 � ���
�� 
������� ����$
���� ������ �����$+��
���$�
�������� ������#������� /00	 ��& 01&
2������ F ��#����� �$������ γ& 9�
����� � 
���#������ xA (A = 0, 1, 2, 3, 5) �� M5 �� ��

������ �����5��� �����
�
◦

g
(5)

AB ��������� (+−−−−) ��#� /00	 :& ;<1 =�#� ������ γ �������� l>?

◦

g
(5)

AB= −γAγB+
◦

g
(4)

AB,
◦

g
(4)

5A= 0,

γ = γAdx
A,

�#�
◦

g
(4)

AB @ ��������
�� ������ ������������$������� V 4&
A�� �������� �������5������� ���� � ������������$������� M4 � ��� ��� @ �� ������� 8$

������ "���������������� @ �����#��� ������������ ��� ������� ������ B���5�$B�����	 ���
CDEFG$������&
% ������ �������� ������ B���5�$B����� � 8$������ ������ +��
����������5�� �� �
�������

����� /001 ���#������������ ������������� 
��������! �����
� g(5)?

g
(5)
AB = φ−2 ◦

g
(5)

AB, g
(4)
AB = φ−2 ◦

g
(4)

AB, φ = γ5,

g
(5)
AB = −λAλB + g

(4)
AB, =H&�>

λ = φ−1γ,

(dI)2 =
◦

g
(5)

AB dxAdxB = φ2g
(5)
ABdx

AdxB = φ2dI2

� #������������� �������� 5����#��������	 ������!,��	 ��� g
(5)
AB �� ������� �� x5	 � ��
 �

� ����������	 ��� g
(5)
55 = −1& I�� +��� φ �������� �
������� �����	 � 8$������ ���������

J��������
◦

R
(5)

AB −
1

2

◦

g
(5)

AB

◦

R
(5)

−Λ
◦

g
(5)

AB= κT
(5)
AB =H&0>

���#���� /00	 :& K�1 
 �$������ ���������� J��������	 ���������� L�
������ � ��������!
B�����$M�
� #�� ���� φ

R
(4)
ik −

1

2
g
(4)
ik R(4) − Λφ2g

(4)
ik = −2G

c4
(FimF ·mk· −

1

4
g
(4)
ik FmnF

mn)+

+
3

φ
(∇i∇kφ− g

(4)
ik (g

(4))mn∇m∇nφ)−
6

φ2
φ,iφ,k + κTik, �����

−∇mFmk − 3Fmkφ,m

φ
=

c2κ√
G
φ3T k

Aλ
A,

(g(4))mn∇m∇nφ−
1

6
R(4)φ+

1

3
Λφ3 − Gφ

2c4
FmnF

mn = −κ

3
φ3TABλ

AλB,

��� κ = 8πG/c4�



�� ���� ����

����� �	
������ �	���	��������	����� �������� � ���������� �������������� ������
GV (F)� ��	��������� � �������� ����	��� λ� �����	��������� ��� ����� �� �����	��� !"����
�	������  �	������� #��� $% &�'( ����� φ � �������)����� λi "����	��������� ���� Fik% *���
GV (F) �= 0� �� �	
������ ���� �
�����
��%

���� �����	 �
����	 ����� �q = 2� ����
������
������ ��������	����	

+������	�� ������� F ��	� ��	����� � � ,���	��� ������	� �� M6� � 	����- ����	�� ��	��
���� ���	�� 	����"����	�������� � ������������ #��� �% �'� ��.��������� &���	�
� ���	��
"����	��������- � 	�����)�����- � ������������ � �����/� "����	������- � ������������
0�����	��1�����%

1������ F  ������� ����	���� λ � σ% 2����/�� � ���	������- xA (A = 0, 1, 2, 3, 5, 6) �� M6

����� ������ ��	��)��
 ���	��
 G
(6)
AB �����
	� (+−−−−−) ���� #��� $% 3,'4

G
(6)
AB = gAB − λAλB − σAσB ,

λ = λAdx
A, σ = σAdx

A,

λAλ
A = σAσ

A = −1, λAσ
A = 0, gABλ

B = gABσ
B = 0,

�� gAB 5 ���	��� �	���	��������	����� M4%
6����	��)���/��� ����	�� λ, σ ��	������� -�	����	���������� ������ ������� F % 0�����

����� "��- �������������- ������� ��7�� ����� �� ��8 ���	�� � 	����������� �	���	�������
�	����� � ��.������� ,���	��� 9���	�	���	������ � ������� �� ���	�� ������� ���	�������
��� ���� �	�8��� � :
�
��� � ;��������
% <������ ������������ "����	������- � ��������
����� �� ������ 	�8��/ �	��)�����/��� ���	���� ���������� ���	�� ��8��� �	����� ��� ���	-�
���/��- ��	�������� � �	���	������%

6����	��)���/��� ����	�� λ � σ ��� ��� � ����	��/���� �����	���� ������ Bi � A(3)i
!��� Zi � Ai( 4

Bi = −
2αλ5�c

g1
λi, A(3)i = −

2β�c

g2
(σ6σi + λ6λi),

�� α, β 5 ���������� g1, g2 5 � ������� ��������� � ������������ � �����	���� ������ Bi �
A(3)i%

0����	��� ���� Bi �������� �������� U(1)�������	�� !� ����������� ������(� � �	� ����
A(1)i� A(2)i� Ai(3)i �������� �����/��� ���������� SU(2)�������	�� !� ����������� �	�����(%

����

Zi =
1

ζ
[λi(αλ

5 − βλ6)− σi(βσ
6)],

�� ζ 5 ������	�� 	� ��	��� ����������� 5 "�� ���� ����	��/��� �����	��� �� ��� � ������
0�����	��1�����%

=���� ��	� ��� ����� �	���������/� ��� ����� �� ������� "����	������� �	�������� ��
��	����7����� �	������� �������� ��� ��/ ������� �� 	����������� �	���	��������	����� ���
���� � ��.������� ������	� ���  �������� �� ���������� ���������/�� �� ����� ��	� 
� �����
	��� �	
���
� �� ���/ �	
������ ����%

���� �����	 �
����	 ����� �q = 3� ����
������
��� ��� ��������	����	

+������	�� ������� F ��	� ��	����� > � ?���	��� ������	� �� M7� ��.��������� 	����
��)������� "����	��������� � ���/��� � ������������ #��� �% ,' !�� �����- � ������������(%

1������ F  ������� ����	���� λ� σ � ω% 2����/�� � ���	������- xA (A = 0, 1, 2, 3, 5, 6, 7) ��

M6 ����� ������ ��	��)��
 ���	��
 G
(7)
AB �����
	� (+ −−−−−) ����4

G
(7)
AB = gAB − λAλB − σAσB − ωAωB,

λ = λAdx
A, σ = σAdx

A, ω = ωAdx
A

λAλ
A = σAσ

A = ωAω
A = −1,

λAσ
A = λAω

A = σAω
A = 0, gABλ

B = gABσ
B = gABω

B = 0,

�� gAB 5 ���	��� �	���	��������	����� M4%



��������	� 
 ���
�� �����
 ��

��������	�
���� ������ λ, σ� ω ���������� �
�
�������������� ��
�� ������� F � ���
����
�  !!� "� �#$% � &�������
'����� ����� Ai � � ��(�� '����
�� A(3)i � A(8)i)

Ai = ±
c2

2
√
3k
(λi + σi + ω),

A(3)i = ±
c2

2
√
2k
(λi − σi),

A(8)i = ±
c2

2
√
6k
(λi + σi − 2ωi).

�� ����� � 	
������������

*��� ������
����������� �������� ��(+���� ������ �� ��� �������
 � ,��-��� ���
����
�.�� �� ��'� � ����� a � �/0����1�� 2����������
����� �� ���'
��� �� �����������/��. �����
�������� 3������. �������� ������� �(+��'� ��/��� b � ,��-��� 4��� ���� !5�

6 ����� ������ ������'�� &�� ���
�
�� ����
��� � ������
������������� �������. �������. ���
� 4���(���5 �� ������ � ����� a � ������ � ����� b� ��('��� ����
��� ����(�� '������� � ������
������� ������
������ ������'������. ���������� 7
��� �/�
���� ���� �������� ������
������
����� M4

1 /�� ����������� �� � ��������� � �������������( ������
����(�������� M4
2 � ,��

&��� �������� ��������
����� � ����. ����������. ��������� ��
������� �����'��/�
����� ������
�1�� �� ��(� ��������� ���������� �� ���� ���������� ������
����� �
��
�
���� �
 ��
 ���
� ��
����
��� �(��
� � ����� �� ������ ���/�
�� �(��-��������� � ���-���� 6������ ��(� �(����
� ���� 8 &�� �����+���� ��/��� b� �� ���� ����	 ��������
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� &���'�� �
 ���� �(��
 �� ������
����
 �	����
���� �
� ������� ��
����� ���/(���.
��������� &���'��

〈δε〉 ∼ c4

4πG

1

σ

� ����
���. �/�
��� � �
�
�����
� ������� �������� σ  �� #%�

�� � ���
�� �����
 ����

�� :����+����� 7���
 � ��
������  �%� ��� ������(� ������(� ���( ��+�� ���������
�� ���
���������� �
-�� �������� ������1
� ���� �� ��������. � ������
����� �� ���������� /����
��. � �������� ����
� �� �������� ���
�������� ;������ � ���( �� �
��(+����� � ���+����
� �����
1����� � �������� ����+���� ��������� B �������. ���� ����� ��'� ������ � ������
�(� ���( ����� B� ������ ����� ��������� A � �����
1
���� � ��������� B� 7��� � ��
�����
;� �� <������ � ���  !�%� (������� ��� ��� &��� �/�
�(���� �������
� ������ �� ���� �
���(�
�
�����������/�
� ����
�� ��������( �
� ���+(1�'��� ��������� B �����
�� �
�������� ����
���� ��/� �
 ���� �����	��
 ����
1����� ��/� �
 ���� ������'� '�
���
	�����'� ���� � ��(�
��
��'�
 ��������� B ����1��� � ��'�� ���
��)

�5 &����� �����	��
 �
�������� ������� �������� �
 ������ ����(� ����/�
���
��. =�����
	
� ������ /�� ���(��� ������ ��� ����������'� �������'� ������
����
 R4� ,�����
�����
+� � �������. ����. ������������>

!5 � ���+� �
���
����
�� ��� �
� �
���) ���-��� texA � ��(������� tinA 4�� ���� ��(���
�������. ���5 �/���� ����'� ��������� �������. ��� A � ���-��� texB � ��(������� tinB �/����
��
��'� ��������� �������. ��� B 4��� ���� �5� ?��'�
 �
� texA � tinA ��������� � �
� texB �
tinB ��������� ��������( &�� �
� �
��� �
������� � ����
���� ���������� (�������� 9�
����
�
� tinA � tinB �� ��'(� /�� �����������
�� � ������� �� ���	
 B � A ����� ������(� �� �����
� ����( � ���-���� @ �
� �
� �
 ������������ &��� �
��� � �������� �
��(+����� 7���
 �
��('���

�5 �������
� ����� ���������� �
 ���� 
�������'� �
����
 ������� ���(���� ? ������(�	��
�
-�� ������� 7���
 ������� ���(� � ������
������������� �
�
� ���
�
�����
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�
����� �
����
�� B ���
���� ���� � ������� ��	��
	"������ ���� �������	� ��
�� �� �����
��#
$ 
���	 ������ ����� ���
���! ���� �
 �
����
�� B � �
����
�! %������& A %����	� abcd �	
���# �& � �������!��� �������� �
 �
����
�� A � �
����
�! B %����	� def �	 ���# �& ������ �

��'� � ������ � ������! (���� t3 �� �
��'���! � �	�	�� ����� �������� �� ������ abcdef �
(���� t = t1 %��# ���# � )&&# *��	
�� ����	��� �	 
� �
� �	���� ������� ���
�� � ��� ���
����
���� � �	����� �
����
�� �� ������ ������ �
���	
���# +���� 
��� �	���� ������� �� ������
������ �
���	
��� ��� ����� �
����
�� ��	�� ����� 
���
 �	 ���"	� ����	����� � ������������
������
� � �	�������� ���������	"�� �	��� ����� ���
���� ���� � � � ���
������ ����
�	��
��#

,����
����	� �	����	 �	 
� �
� ���
�� ���
���� ���� ���
���� ������ �	����	���� ����!

���! �����
	"�!# -���
��
����� �	 ���# � .& �����	���	 
	�	� ��
�	"�� ������	�	� �������
��! ��
�!# /� �����'���� ���������� �
��� �� ���
������ ����
�	��
�� ���
���� ���� ������
� 0 ��
� ���� �������� 
	��� ������	��� ���
����� �����	#

,��� �
����
�� B ����
 � ������� ��	��
	"������ ���� 
� ����� 
	��! �� ��
�	"�! �
������	���� ���
����� �����	 %��# ���# � 1&&2

�& 3�� �����
��� �	� ������� 4������� ���
���� ��� 5 (
� ��
���� �	�	���� �	 4�������
"������� ��� ������������ ��� ���	���	��� ��������� ��
�� ������	��� ���
����� �����	# 6��
����� �� ��
� 4�����
�	��
�� � 4������� ���
���� ����� � �	������� �
� ��� ����� �����	
�
� �
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�� � ������������� 
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 �	��!�	
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� ����� ��'� �����
������ �	�������#

7# -����
�� 
�� �� ����� 
����� �
� �����"��� ����	����� ����
 �	��!�	
��� ��� ��������
�	 ���"� B ��� ��� �������� � ����
�	��
��# 8������� �
� �
��������� � ����������
� �	���
� �
����
�� A � � �
����
�� B �����
�� �'�������#

9	��
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� �����	 ��'�
 �� ����� �	�� �	��� ��
���� �	���	!
 �	�	�� :� �
����
�� A
� B;# 3 ����
��
������
� �	�� �	���	
���	
� ��� �	�� �	��� � �
����
�� A � B# *��	 �	�	
�	����
�� � �
����
�� �� ���'��� ����
�	��
�� 5 (
� �	�	 ���'��� �	��� 	 �
��	� �� ���
������
����
�	��
�� 
� ��
� ���
�� ���
���� ���� %���# < 	& 1&& 5 (
� �	�	 ���
������ �	���#

=��������� �
� �� ������� � ���	
�
�	��� ����� 
� ��
� � �	�	� ��
���� �����
��#
*
����
�� A � �����
 ������� t = ti �����	�	�� ����� Ai 	�	������� ��
�� �
����
�� B#
��
�	"�� �����	���	 �	 ���# <# 3���� t′ ������!
 ���'��� �	�� texB �
����
�� B# *�� �
�
	!


�
 ���'��� �	��� texA �
����
�� A# /	 ������� ��� ����
���
���� ���	��� �	 �	�	�������� ���
x′ ������ ������������ �� �	�	� texB #

,��� � �����
 t = t0 ���'��� �	��� �
����
�� A ��� �	�� ���� �������������	�� %���# < 	&& �
�
����
�� B �	���	�
 �������� �� ������
�! v � �����
 t = t1 > t0 
� ���'��� �	�� �
����
�� B
5 (
� �������	� �������	
	 t′ ����!�	��� ����
������ �������� ������	�
	 ��
���� �	����
��
�	 �>�������	��� ������	��� �
����
�� B 5 �	���	!
 �
�
	�	
� �
 ���'��� �	��� �
����
�� A
%���# < 1&&#

3	��� �����	
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� �
�
	�	��� �	��� ����
�
��!���� �	��!�	
��� � �
����
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��� �	��� texB �
����
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 �	��� ����
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��!���� �	��!�	
��� � �
����
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#�# ���'���
�	��� texA �
����
�� A �� �	����
 �
 
��� � �	��� ����
�	��
�� 5 �� ���'��� ��� �� ���
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���� �	 �>�������	��� ������	��� �
����
�� B
�	���
 ����
� � (
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 t = t2B

3��
������ �	�� tinB �
����
�� B2 �	����
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������ �	�� �
����
�� A
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��� ����� � ���� ����� �
����
�� B2 ������	�
 ���	�	�
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���� �� �	�
���� ���� B ����	�� ����� �����	�� ���� ������� 	 ������ 	������ t = t0� ��
��	������ A0 B0 ����	������� �� ������ ����� t� �� ������ t = t1  !�� ������ ����� ����"��
�	�
���� ��	������ B� #�� ���� ��$� ���%������ &� ���'����� �� �"������ ����	��'�� (�)
	������ B2 ����	������� �� ����� t′ *�� �� �� ������ ����� t� � ��+����� ∅, �� ����� �����'�
+$��� -�������. ��	������ A0/ ��� "�
�� 	 ����� ��������"0��� ����������	� �� 	��1��� �����
t′ ��	������ B2� 2� ������ t = t2� (�	������ B �	�
���� �� ������03 v� 4��� t′  !�� 	��1���
���� ��	������ B, ������ �����3� �� 	��1��% ����	 ��	������ A�

�� ������	
�	

5���"�
����� 	 ����0� ��%����� ��+��� ��1��� 	������ �$��� �	����	���� ����������	�)
	������ 	 ��$
��$  !�� 	��'� "�10 '�$+�� �%���, �� ������ ���	�3��� ���0����� 6��������
� ������������� ���+"���, �� ������ �� �� "�'� ����� ��	����

�� 	��"�� ��
�� �������	"��0 ���"0�� �$7���	$37�� �)������ ����������	�)	����, ������
�	"����� �"��� 	 8)������ 9��������������	�� ��
�� ����0 !����������"0��� ����	��
�����
!���$, � ��
� ���$, ��� ��1� ����������	�)	����  !�� ��$
����� �"��� :� ��� ��"��0, ��"�
	�� !���������� $����� '�	���� �+ ���$���	�� �	����	� ��$
�������� 5���"0$ � ��$
����)
�� �"���� �� �	���	��� �$��1���	�� 	� 	������ � -�'��	�����. �	��%��"0��� ������7���� 	
����������	�, �� ����;���� ������0�� �� ��, ��� �� ���
�� ����������0 ��1� �"�����, ��1$ ��)
�"0����0 	 ��$'$3, 	 ������ �	����	� ��$
������� ������ ����$���� 6����� <����� � ����
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����0��

=� ���> 5�"$������, ��� ��"�	� �����+�� ��$��	��0, �	;����	��0 ����������	�)	����, 	 �)
����� �� �+�����, 	 ����� ��%�
�� �� ��$
��$)������$ �� �	���$ $��������3> :� �"�1�� "�
6���������� ���� ����>

:� �"�1��� 4�� +� ����" ?�������	, ��"� +� ��$ ����"�, ��� ������	"����� �� "$'$ �����)
��$'�� +�"01�% -	��������% +���., ����� 	���	�	1��0, $�����
�� @����� 1��> �� '����
��$� ����	�"�� +� � ���" $������0� A 	�� 	�"0��
� �� �����'� ��$
���� ������"�� �� '"$���,
����� 6�����������, ���	"������

B���'��, ���+$���� �� ��$��	���� ����������	�)	������, ��"0 +� '�'������ ��� �� ���)
"��0, 	��"�� ���	���� � ��� �����������, ������ ������" +� ?�������	, �'�� ���	�"� +� ��$
!���'�3, ��	�+�
����$3 ��� ������������ 	���	�� # �
��� ����������� !��%� �	�� �������	)
"���� � 6��������� < �� ����� ������	��0 	�"0��
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