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Т. XXI, № 4 

СИБИРСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 

ИЮЛЬ — А В Г У С Т 1980 

УДК 513.813 : 531.18 

А . К. Г У Ц 

ХРОНОГЕОМЕТРИЯ МНОГООБРАЗИЙ ГЕДЕЛЯ И ДЕ СИТТЕРА 

Мы рассматриваем четырехмерное элементарное, т. е. диффеоморф-
ное евклидову пространству Д 4 , лоренцево многообразие V4. Следова­
тельно, на V4 можно ввести глобальные координаты ж0, х1, х2, х3, в ко­
торых лоренцева метрика g задается дифференциальной формой 

з 

ds2 = 2 gih (х°, х1, х2, х3) dxldxh. 
i,k=0 

Под изотронным конусом СХо в точке жо е V4 понимается конус, лежа­
щий в касательном пространстве У%0 к У 4 в точке жо, каждый вектор | 
которого удовлетворяет уравнению 

= о, 
или в координатах: * 

з 2 Sik ( . x 0 i x 0 i X O i
 хо) ^ Е = 0 . 

i,fe=0 

где х0 = (ж", ж^ ж 2, Жо). 

Конусу СХо сопоставим подмножество CXQ многообразия V4 сле­
дующим образом: точка £ е СЖ { ) тогда и только тогда, когда она удовлет­
воряет уравнению 

2 gih ( . x 0 i x \ i X 0 i
 хо) (.х •'-о) { ж — ^ о ) = 0. 

i,h=0 

Если ж0, ж1, ж2, ж3 рассматривать как аффинные координаты, то Сх— 
конус в У 4. Пусть / : V4 —»- V4 — произвольное дифференцируемое ото­
бражение. Мы говорим, что / сохраняет семейство {Сх • ж е У ) , если вы­
полняется условие 

№ = С т . (1) 

Нетрудно проверить, что в этом случае дифференциал df отображения / 
сохраняет изотропные конусы Сх, т. е. 

(df)x(CJ = СНх). (2) 

Обратное утверждение, вообще говоря, неверно. Но если / в координатах 
ж0, ж1, ж2, ж3 задается аффинным преобразованием (аффиннизируемо), то 
равенство (2) влечет равенство (1). 

Легко убедиться, что справедлива 
Л е м м а . Если Gr — r-параметрическая группа движений многооб­

разия (V4, g), аффинно представимая в координатах ж°, ж1, ж2, ж3 (г. е. 
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каждое движение ф е б , аффиннизируемо), то равенства (1) и (2) экви­
валентны для любого движения <р е Gr. 

Стандартная задача хроногеометрии состоит в определении отобра­
жения / : У4—*• У4, удовлетворяющего условию вида (1). Причем не пред­
полагается дифференцируемость /, а часто отказываются и от требова­
ния непрерывности. Знание группы движения лоренцева многообразия 
позволяет установить его геометрию. Интересно решить и обратную за­
дачу: определить группу движений, заранее не предполагая дифферен­
цируемое™ ее преобразований '(обычный путь, ведущий к понятию век­
тора Киллинга) и имея дело только с изотропными конусами, а точнее, 
с «конусами» Сх, т. е. спрашивается: можно ли восстановить группу дви­
жений Gr многообразия У4, предполагая, что каждое преобразование 
(p^G, удовлетворяет условию i(l). 

Лемма показывает, что такой подход оправдывается, по крайней ме­
ре, для групп движений, допускающих аффинное представление. Напри­
мер, таковы разрешимые группы движений G3, действующие транзитив-
но на У 3 (см. 0 ) , с. 263). 

О п р е д е л е н и е . Пусть группа движений Gr аффиннизируема в ко­
ординатах W). В этом случае под отображением, сохраняющим изотроп­
ные конусы, будем понимать биекцию / : У 4 —•> У4, удовлетворяющую ус-
вию (1). Имеет место 

Т е о р е м а А (А. Д. Александров, В. В. Овчинникова (?)). 
Любое отображение, сохраняющее изотропные конусы, в мире Мин-

ковского: 
ds^dx^-dx^-dx^-dx32, 

является суперпозицией неоднородного преобразования Лоренца, т. е. 
движения, и подобия. 

Сформулируем основные результаты статьи. 
Т е о р е м а 1. Любое гомеоморфное отображение вселенной Гёделя 

( 3 ' 4 ) : 
ds* = a 2 [dx0* - dx"2 - i e*xldx* - dx3' + 2exldx°dx^, 

где a = const Ф 0, сохраняющее изотропные конусы, является движением. 
Группа движений многообразия Гёделя имеет тип G4VI1 по класси­

фикации, приведенной у А. 3. Петрова О), и, представляется аффинны­
ми преобразованиями вида 

хо = х° + а; xl = xi + $; х2 = х2е~& + 4; ж 3 = а:3 + 6, (3) 

где а, р\ у, б — параметры. Причем эта группа действует просто транзи-
тивно на У4. 

Т е о р е м а 2. Любое гомеоморфное отображение вселенной де Сит­
тера (3): 

ds2 = dx°* - ekx° (dx12 + dx22 + dx32), 

где к = const, сохраняющее изотропные конусы, является- движением (5). 
Группа движений вселенной де Ситтера G7 в координатах {х1} не 

представляется подгруппой группы аффинных преобразований. 
В координатах 

i/° = exp( -b : 0 ) , у* = кха (а = 1, 2, 3) (4) 

метрика вселенной де Ситтера принимает следующую форму: 

ds^{^J(dy^-dy^-dy22-dy

32), (5) 



40 А. К.Гуц 

а группа G7 состоит из преобразований вида 
/ 1 / 0 . . . 0 

\ :
 и \о — 

где U — ортогональная матрица, т. е. G7 аффиннизируется в коорди­
натах {у1}. 

Группа G7 содержит просто транзитивную подгруппу G4VI1, которая 
аффиннизируется в координатах ( 4 ) . Поэтому конусы Сх во вселенных 
Гёделя и де Ситтера получаются «разносом» конуса СХо, где х.й — фик­
сированная точка, с помощью некоммутативной группы G4VI1, в от­
личие от мира Минковского, где «разнос» осуществляется с помощью 
коммутативной группы сдвигов. 

Геометрия мира Минковского плоская, вселенная де, Ситтера имеет 
постоянную кривизну, а вселенная Гёделя существенно искривленная. 

С точки зрения теории относительности теоремы А, 1 и 2 говорят 
о том, что геометрию Минковского, Гёделя и де Ситтера можно опреде­
лить, зная лишь законы распространения света. 

Пусть 

£ + = L e = F 4 : u ° > 0 , 2 eih 0*0 (У — **) — **) > о) U{х}, 
( i,k=0 > 

A ' x - - ( « e F 4 : u ° < 0 , 2 g M W - x 1 ) (uk-xk)>o}[j{x). 
(' i,h 0 ' I 

Тогда справедлива 
Т е о р е м а 3. Множества вида Kt[\Ky, где x^KyU х, у — 

произвольные точки, образуют базу топологии вселенных Гёделя и де 
Ситтера. 

Доказательство теоремы 3 по существу не отличается от доказатель­
ства аналогичного результата для мира Минковского >{6). Причем в слу­
чае вселенной де Ситтера надо перейти к координатам ( 4 ) . 

Семейство множеств {Кх : х е У ' ) в случае вселенной де Ситтера 
задает порядок в смысле статьи ( 7). В С7) показано, что любое отображе­
ние, сохраняющее этот порядок, будет движением. Аналогичного порядка 
во вселенной Гёделя не существует. 

1. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. 
Итак, конус Cz задается уравнением 

2 *,*(*)(*'-**)(**-**)=<> 
i,fe=0 

ИЛИ 

(х* - z°Y - (х1 - z 1 ) 2 - i - e 2 z l (ж2 - z 2 ) 2 - (xs - z 3 ) 2 + 

+ 2ezl (х° — z°) (х2 — z2) = 0, (6) 

где (z°, z 1, z 2, z 3) — координаты точки z. 
Далее мы! отождествляем Р 4 с R4. Обозначим через Я 2(я) гиперплос­

кость в Д 4 , определяемую уравнением х2 = а = const. В каждой гипер­
плоскости Нг (ZQ) имеем семейство конусов: 

S (z°, z \ z5) = {(х\ х\ z 2, Xs) е Я 4 : {х° - z 0 ) 2 - (х1 - zJ-(xs-z3y=0U 
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где г е Я 2 ( 4 ) . Мы можем выбрать на конусе S (ZQ, z j , Z 3 ) , z0^H2 (z 2,), 
четыре прямых в общем положении (т. е. никакие три не лежат в одной 
двумерной плоскости) if (А — 1, 2, 3, 4). Пусть 2 е Я 2 ( г 0

! ) i f —• 
сдвиг такой, что t(zo) = z. Положим if = t (j,fo) iA = 1, 2, 3, 4). Имеем 

в # 2 ( z o ) четыре семейства параллельных прямых {if} (А = 1, 2, 3, 4). 
В силу равенства (1) и 

S (и0, и\ и3) П 5 (z°, z \ z 3 ) = = if = С„ П C z , z e Z,f, 

мы убеждаемся, что / (Z^) является прямой в R4. Далее, легко проверить, 
что параллельные прямые if и Z« (z в) отображаются на параллель­
ные прямые и двумерная плоскость, натянутая на каждую пару прямых 
{if, Zf}, АФВ, отображается на двумерную плоскость. Отсюда следует, 
что прямые / (if) <(А = 1, 2, 3, 4) находятся в общем положении и 
f(H2(z2

0)) является гиперплоскостью (см. ( 2 )). 

Пусть D 2 = U if, £ « * > = U / ( ^ ) -

Тогда / ( D Z ) - D'HZ) 

и, следовательно, / аффинно на П2 (г2,) в силу теоремы 1 из ( 8). 
Рассмотрим теперь двумерную плоскость 

РШ = { ж е Д 4 : ^ = й , г ! = ЪУ, 

где а, 6 произвольные константы. На плоскости Р ( z j z 3 ) имеем семейст­
во 1-конусов: 

F (z°, z 2 ) = {(ж0, z 0\ ж2, z 3 ) е i ? 4 : ( / - z 0 ) 2 - i- e

2 z l (ж2 - z 2 ) 2 + 

+ 2 / (x° - z°) (ж2 - z 2 ) = 0}, z<=P ( z 0 z 3 ) . 

Эта пара пересекающихся в точке (z°, z^, z 2 , z3,) прямых, лежащих в 
Р (zlzo)- Обозначим эти прямые через Zf, Z|, где z = (z°, zj , z 2 , z 3 ) e 
e P ( z o Z o ) . Получаем в плоскости P (zjzg) два семейства параллельных 
прямых. Так как i f = In = F (z°, z 2 ) f| F (в 0 , и 2) c= C u Л C z , z e= Z* (B = 
=5 ,6) , то f(lf) (B = 5, 6) есть прямая. Следовательно, / [ P ( z j z 3 ) ] — двумер­
ная плоскость. Плоскость Р ( z jz 3 ) пересекает гиперплоскость П2(а) по 
прямой 1} о 1 З у Поскольку для любого а образ f{H2{a)) есть, оче-

l z 0 , z 0 , a , z 0 ; f 
видно, гиперплоскость, причем f(H2{a)) параллельна fiH^ia')) {аФ а')„ 
то на плоскости JP ( Z O Z O) получаем третье семейство параллельных пря­
мых {ll: z е Р ( z o z o)i • Итак, / отображает P ( z j z „ ) на плоскость, а три 
семейства параллельных прямых {Z^ : г е Р ( z o z o ) l (А — 5 , 6, 7 ) — на 
аналогичное семейство. Значит, / аффинно на Р (zjzg) (8)< 

Пусть Zo е Д 4 и Zr^ (Л == 1, 2, 3, 4) — различные прямые, такие, 
что Lf0 с Я 2 ( z 2 ) (В = 1, 2, 3), L 3

0 , Lf0 а P{z]z3). Существует аффин­
ное преобразование g: R4 на В.4, обладающее следующими свойствами: 

*(/t*o)).= *b. (̂/(̂ Ао)) = ̂ Ао (̂  = 1 , 2 , 3 , 4 ) . 
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Тогда отображение g°f отображает # 2 ( z 2 ) аффинно на Н2(z2,) и 
P(zjzo) аффинно на Р (zjz 3) и (go-/) (L^ j = £ > (4 = 1, 2, 3, 4). Выби­
рая прямые b£0 (А = 1, 2, 3, 4) в качестве новых осей координат, убеж­
даемся, что в этих координатах g ° / задается аффинным преобразова­
нием. Следовательно, / — аффинно отображает R* на Л 4 , т. е. 

f (ж) = 2 4*" + (J = 0, 1, 2, 3). (7) 
k=0 

Поскольку выполняется равенство 
f(Cz) = Cfw, 

то должны иметь наравне с ( 6 ) : 

{/0 { х ) _ /0 ( z ) ] 2 _ {ft { х ) _ /1 ( Z ) ] 2 - I e 2 f l ( 2 ) [ f (2)] 2 + 

+ 2e f 1 ( 2 ) [/° И - f {z)\ \f (x) - f (z)l = 0. 

Из (7), (8) получаем 

i f p l e x p U^alzk
 + 2a^]-{aD2 + W - (a])2 

k=0 

з 

h=0 

-[• 

- I -

+ 2a°0a2

0 exp 2 4zft + a1 

U=o J 

K)2
 + ( « i ) 2 + Щ- e*P [ 2 2 4zh + 2a 1 j + (a3)2 -

(4У + («02 + exp ( 2 2 + 2 ^ ) + (4У -

2 

3 

2a?a 2i exp 2 4zfe
 + a 1 

\k=0 

(4У 
2 

fe=0 

2a°a2 exp ( 2 a\zh + 
(4У 

2 

. 0 (ж2 - z 2 ) 2 

( « 3 ? + («з)2 + exp ( 2 2 *lzh + 2al j + (a3)2 

fc=0 

— 2a"a| exp 2 «fcZ h + a * 
fe=0 

{xs-zs)2 + 

+ 2al4 - 2a\a\ - a\a\ exp ^ 2 + 2 a 1 J - 2a^al + 

+ 2(a°0al + a°2al) exp 2 4zk + a1 (x°-.z°) (x2-z2) + 

2ala\ — 2a\a\ — a\a\ exp 2 2 a\zh + 2a1 - 2a\a\ + 
fe=0 

+ 2 {a°0a\ + «?«?,) exp 2 + a 1 

i fe=o 

(ж 0 —2 0 ) . ( ж 1 - a 1 ) + 

(8) 
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+ 2а0

0а0

3 - 2а\а\ - а\а\ ехр ( 2 2 a\zh + 2аг 1 - 2аъ

0а\ + 
\ h=0 I 

+ 2 [а\а% + a°3al) ехр 2 a\zh + а1 

+ 2aja2 - 2aiaJ - а\а\ exp 2 2 «ftz + 2a 1 - 2ai«^ + fe=0 

+ 2 (aja 2 + a°a 2 ) exp f 2 a\zh + a1) 1 (ж1 - z 1 ) (ж2 - z 2 ) + 

+ 

2a\a% - 2a\a\ - a\a\ exp 2 2 °lzk + 2a1 - 2a\a\ + fc=0 

2 (4al + a%a$) exp ( 2 4*fc + - z1) 0' - z3) + 

+ 2a\a% — 244 — 4 4 exp ( 2 2 4z f e + 2a1 — 2a34 + 
fc=0 

+ 2 (a»a 2 + a°a2

2) exp J a ^ + a 1 (x2 - z 2) (ж 3 - z 3 ) = 0 (9 ) 

( 1 0 ) 

(11) 

k=0 

Сравнивая ( 9 ) и ( 6 ) , получаем n 

aj = == a\ = 0 , a2, = 4 = 4 = 4 = 0 , 

a° = aj = a 3 a 3 = afa3. = a\a\ = a^a 3 = 0 , 
(al)2 - ( a 3 ) 2 = 1 , (4) 2 + (я?) 2 = 1 , ( a 3 ) 2 = 1. 

Из ( 1 0 ) и ( 1 1 ) получаем 

a 3 = a 3 = a 3 = 0 . 

Следовательно, 

(a«) 2 = ( a l ) 2 = ( f l

3 ) 2 = l , 

( a | ) 2 exp 2a1 = 1 , 
ajja^exp a1 = 1 . 

Нетрудно видеть, что aj = 1 . 
Оставляя в стороне отражения: хА -> — хА (А = 0 , 2, 3 ) , получаем 

o2 = ai = ajj = l, a^ = e - a l , 

т. е. получили преобразование вида ( 3 ) . Значит, / — движение 
Теорема 1 доказана. 

2. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. 
В координатах (4) метрика вселенной де Ситтера записывается в ви­

де (5). Следовательно, V4 отождествляется с полупространством {у е 
е R 4 : у° > 0 ) , а конусы Cz задаются уравнением 

(уо _ z o } 2 _ _ z i ) 2 _ ( J / 2 _ Z 2 ) 2 _ ( J / 3 _ Z 3 ) 2 = 0 

1 Конформные преобразования вида (7) все тривиальны, т. е. сводятся к дви­
жениям. 



44 А. К. Гуц 

В работе (( 9 ), теорема 2) показано, что в этом случае отображение, 
сохраняющее изотропные конусы, можно записать в виде: 

где U — ортогональная матрица, Я > 0, а, р\ f — параметры. 
Все эти преобразования образуют 7-параметрическую группу G7, ко­

торая, как легко видеть, есть группа движений вселенной де Ситтера. 
Теорема 2 доказана. 
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