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Введение
Землетрясения являются крайне опасным природным явлением, которое при-

носит много бед людям и экономике. Если сконцентрировать внимание на тектони-
ческих землетрясениях, то первое к чему обращается исследователь, пытающийся
понять природу этих землетрясений, это существующие теории их объясняющие.
Выясняется удивительная ситуация, когда авторы учебников и монографий по тек-
тоническим землетрясениям говорят о том, что многое, касающееся структуры как
земной поверхности, так и ее недр, неизвестно, предположительно или представляет
набор гипотез.

Тем не менее считается, что земная поверхность, её кора, т. е. наружная твёрдая
оболочка земного шара, состоит из множества каменных блоков (плит) определён-
ной породы, которые движутся, упруго сталкиваются, трутся друг о друга, что по-
рождает сейсмические волны, бегущие вдоль блоков. Преодоление блоком препят-
ствия в виде другого блока есть преодоление, борьба с силами трения, что перво-
начально приводит к деформациям, к накоплению упругой энергии, а преодоление
препятствия ведет к ее разрядке, разрушению пород, порождая толчки, ощущаемые
людьми как дрожание земной поверхности, к толчкам, влекущим разрушение зда-
ний.

Землетрясение происходит, как сказано, когда два блока внезапно скользят один
по другому. Поверхность, по которой они скользят, называется разломом или плос-
костью разлома [1]. Лишь немногие тектонические разломы выглядят какщелевид-
ные полости. В большинстве случаев эти полости заполнены или обвалившимися в
них обломками окружающих пород, или минеральными зернами, выкристаллизо-
вавшимися из просочившихся по разломам (разрывам) подземных вод, или закри-
сталлизовавшимися магматическими расплавами. Поэтому часто разлом (разрыв)
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предстаёт перед нами в виде пластинообразного тела, которое отличается от окру-
жающей среды (породы) меньшей или большей прочностью, а также другими физи-
ческими свойствами. На местности одни разломы проявляются в виде цепочек озёр,
долин и иных понижений рельефа. Другие разломы (разрывы), наоборот, выглядят
гребнями в рельефе. Немало разломов, даже крупных, которые практически не вы-
ражены в рельефе и обнаруживаются только при сопоставлении многочисленных
обнажений горных пород или проходке горных выработок [2, c. 126].

Наука стремится описать землетрясения, привлекая для этого достаточно разра-
ботанные и проверенные научные теории, составляющие такие математизирован-
ные направления, как механика и физика. Механика и физика занимают достойные
места в науке о землетрясениях.

Но вполне естественно, описывая землетрясения, обратиться и к чисто матема-
тическим теориям. Одной из первых здесь была использована теория катастроф (см.
обзор: [3]). Землетрясения в этой теории выглядят как скачкообразные изменения
состояний (например, смещения берегов разлома) равновесия под воздействием тех
или иных управляющих параметров (силами трения, энергией сдвигов пород и пр.).
В принципе, это отражает то представление о ходе землетрясения, которое описано
выше.

С другой стороны, землетрясение – это «борьба» различных сил, представляе-
мых в теории как управляющие параметры, изменение которых либо ведёт к глав-
ному толчку, либо толчки спадают на нет, затихают. Такой взгляд на землетрясение
наводит на мысль описать изменения управляющих параметров как в неком роде
противостояние различных подземных сил, или, как будет лучше выразиться, как
игру разных сторон, участвующих в столкновении блоков.

Иначе говоря, в данной статье мы попытаемся описать землетрясение с помо-
щью дифференциальной теории игр, основой которой являются дифференциальные
уравнения с переменными, описывающими как состояние системы, так и управле-
ние ею [4].

1. Дифференциальное уравнение игры

В статье [5] китайские специалисты предложили следующую математико-
механическую модель сдвигового разлома (strike-slip fault).

Рассмотрим горизонтальное простирание разлома и однородную окружающую
породу (rock), воспринимаемые как механическая система, что показано на рис. 1.
Расстояние от границы дальнего поля до края зоны разлома равно𝐵, а ширина зоны
разлома равна 2𝑏.

Пусть смещение дальнего поля равно 𝑢∞, смещение разлома – 𝑢𝑓 и смещение
окружающей породы – 𝑢𝑠:

𝑢∞ = 𝑢𝑓 + 𝑢𝑠. (1)

Полагаем, что окружающая порода является изотропной упругой средой, которая
удовлетворяет закону Гука:

𝜏𝑠 = 𝐺𝑠𝛾𝑠, (2)
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Рис. 1. Модель сдвигового разлома

где 𝜏𝑠 – напряжение сдвига окружающей породы;𝐺𝑠 –жёсткость породы при сдвиге;
𝛾𝑠 – деформация породы при сдвиге. Для удобства представим его через𝑅𝑠 – усилия
сдвига и сдвигового перемещения 𝑢𝑠:

𝑅𝑠 = 𝐾𝑠𝑢𝑠, (3)

где𝐾𝑠 = 𝐺𝑠𝐴/𝐵, 𝐴 – площадь поперечного сечения разлома, окружающего систе-
му горных пород.

Основываясь на неоднородности прочности поверхности разлома, процесс мак-
роразрушения поверхности разлома рассматривается как процесс накопления ло-
кального микроэлемента разлома. Предполагается, что локальная интенсивность
разлома по микроэлементам соответствует распределению вероятности Вейбулла
[6]. Соотношение напряжений и деформаций в зоне разлома принимается в виде
отрицательной экспоненциальной формы [7]:

𝜏𝑓 = 𝐺𝑓𝛾𝑓𝑒
−(

𝛾𝑓
𝛾0

)𝑚
. (4)

В уравнении (4) 𝜏𝑓 – напряжение сдвига; 𝐺𝑓 – начальная жёсткость (разлома) при
сдвиге; 𝛾𝑓 – деформация при сдвиге. Сдвиговое смещение 𝑢𝑓 зоны разлома и дефор-
мация 𝛾𝑓 удовлетворяют геометрическому уравнению:

𝛾𝑓 =
𝑢𝑓
𝑏
. (5)

Полагая, что 𝐾𝑓 = 𝐺𝑓𝐴/𝑏, соотношение между сдвигающей силой и сдвиговым
смещением зоны разлома перепишем как

𝑅𝑓 = 𝐾𝑓𝑢𝑓𝑒
−(

𝑢𝑓
𝑢0

)𝑚
, (6)

где 𝑢0 – постоянная величина; 𝑚 – параметр формы, который связан с механиче-
скими свойствами среды разлома.

Для удобства пишем 𝑢𝑓 = 𝑢.
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Независимо от влияния силы тяжести общая потенциальная энергия системы
горных пород, окружающих разлом, равна

𝑉 =

𝑢∞∫︁
𝑢

𝑅𝑠𝑑𝑢𝑠 +

𝑢∫︁
0

𝑅𝑓𝑑𝑢 =

𝑢∞∫︁
𝑢

𝐾𝑠𝑢𝑠𝑑𝑢𝑠 +

𝑢∫︁
0

𝐾𝑓𝑢𝑒
−( 𝑢

𝑢0
)𝑚
𝑑𝑢. (7)

Из (7) получаем уравнение поверхности равновесия

𝑉
′
= 𝐾𝑓𝑢𝑒

−( 𝑢
𝑢0

)𝑚
+𝐾𝑠(𝑢∞ − 𝑢) = 0. (8)

После некоторых преобразований (см. [5]) уравнения (8), разложения его в ряд
Тейлора по 𝑢 в точке 𝑢 = 𝑢* = (𝑚+1

𝑚
)1/𝑚 и пренебрежения членами разложения

выше третьего получаем уравнение(︂
𝑢− 𝑢*

𝑢

)︂3

+
6

𝑚 · (𝑚+ 1)2
·

(︃
𝐾𝑠

𝐾𝑓 · 𝑒−
𝑚+1
𝑚

−𝑚

)︃(︂
𝑢− 𝑢*

𝑢*

)︂
+

+
6

𝑚 · (𝑚+ 1)2
·

(︃
1− 𝐾𝑠

𝐾𝑓 · 𝑒−
𝑚+1
𝑚

(︂
𝑢∞ − 𝑢*

𝑢*

)︂)︃
= 0. (9)

Пусть

𝐾 =
𝐾𝑠

𝐾𝑓𝑚𝑒
−𝑚+1

𝑚

=
𝐺𝑠𝑏

𝐺𝑓𝐵
=

𝐺𝑠𝑏

𝐺𝑓𝐵
=

(жесткость породы при сдвиге в блоке)
(начальная жесткость в разломе)

· 𝑏
𝐵
, (10)

𝜉 =
𝑢∞ − 𝑢*

𝑢*
− смещение в дальнем поле минус 𝑢*, (11)

𝑥 =
𝑢− 𝑢*

𝑢*
=
𝑢𝑓 − 𝑢*

𝑢*
− безразмерное смещение в разломе, (12)

𝑝 =
6

(𝑚+ 1)2
· (𝐾 − 1)− отношение жесткостей в блоке и в разломе, (13)

𝑞 =
6

(𝑚+ 1)2
·
(︂

1

𝑚
−𝐾𝜉

)︂
−отношение жесткостей в блоке и в разломе, (смещение 𝜉). (14)

Тогда уравнение (8) запишется в виде

𝑥3 + 𝑝𝑥+ 𝑞 = 0. (15)

А это, как мы знаем, есть уравнение поверхности равновесия для катастрофы «сбор-
ка» с потенциальной функцией

𝑉 =
1

4
𝑥4 +

1

2
𝑝𝑥2 + 𝑞𝑥.

Таком образом, сдвиговый разлом, а значит, и сдвиговое землетрясение может опи-
сываться катастрофой «сборка». Смысл переменных 𝑥, 𝑝, 𝑞 дан в формулах (11),
(12), (13), (14),

В силу сказанного динамика сдвигового разлома описывается дифференциаль-
ным уравнением

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝜕𝑉

𝜕𝑥
= −𝑥3 − 𝑝𝑥− 𝑞. (16)
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2. Дифференциальные игры
Мы можем рассматривать игру двух игроков, обозначаемых 𝑝 и 𝑞, которые в

рамках теории катастроф рассматриваются как управляющие параметры. Из смыс-
ла этих параметров мы видим, что они достаточно независимы и в какой-то мере
могут рассматриваться то как конкурирующие, то как находящиеся в компромисс-
ном состоянии. Их игра определяет будущее движение окружающих разлом пород.

Игру рассматриваем с ненулевой суммой, поскольку трудно сказать в нашем слу-
чае, что выигрыш одного игрока – это проигрыш другого.

Будем использовать теорию дифференциальных игр с позиционным управлени-
ем (𝑝, 𝑞), т. е. изменение значений 𝑝 и 𝑞 определяется состоянием 𝑥 сдвигового сме-
щения в разломе в данный момент.

Будем искать позиционное управление Нэша. Используемая теория (см.: [4])
кратко может быть представлена следующим образом.

Наше уравнение (16) запишем как

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥) + 𝑔1(𝑥)𝑢1 + 𝑔2(𝑥)𝑢2, 𝑓(0) = 0,

𝑥 ∈ R, 𝑢𝑗 ∈ R,

где каждое 𝑢𝑗 – это 𝑗-й игрок, его управляющий параметр с выигрышными функци-
ями

𝐽1(𝑥,𝐻, 𝑟) =

+∞∫︁
0

[𝑄1(𝑥) + 𝑝2]𝑑𝑡, 𝐽2(𝑥,𝐻, 𝑟) =

+∞∫︁
0

[𝑄2(𝑥) + 𝑞2]𝑑𝑡,

где 𝑄1(𝑥), 𝑄2(𝑥) – положительно определённые функции.
Существование управления Нэша означает выполнение неравенств:

𝐽𝑖(𝑢
*
1, 𝑢

*
2, 𝑢

*
𝑖 , ..., 𝑢

*
𝑁) ⩽ 𝐽𝑖(𝑢

*
1, 𝑢

*
2, ..., 𝑢

*
𝑖−1, 𝑢𝑖, 𝑢

*
𝑖+1..., 𝑢

*
𝑁), ∀𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2. (17)

Задача отыскания управления Нэша сводится к крайне сложной задаче отыскания
положительно определённого решения 𝑉𝑖(𝑥) > 0 нелинейного уравнения Гамиль-
тона – Якоби [4]:

(𝑉𝑖)
′
𝑥(𝑥)𝑓(𝑥) +𝑄𝑖(𝑥)−

1

2
(𝑉𝑖)

′
𝑥

2∑︁
𝑗=1

[𝑔𝑗(𝑥)]
2(𝑉𝑗)

′
𝑥+

+
1

4

2∑︁
𝑗=1

[𝑔𝑗(𝑥)]
2[(𝑉𝑗)

′
𝑥]

2 = 0, (𝑖 = 1, 2), (18)

по которому строится управление Нэша:

𝑢*𝑖 (𝑥) = 𝑢𝑖(𝑉𝑖(𝑥)) = −1

2
𝑔𝑖(𝑥)(𝑉𝑖)

′
𝑥, 𝑖 = 1, 2 (19)

в соответствии с теоремой 10.4-2 из [4].
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3. Игра «Сдвиговый разлом»
Итак, дифференциальная игра описывается уравнением (16), игрок 1 – параметр

𝑢1 = 𝑝 – «Состав пород», игрок 2 – параметр 𝑢2 = 𝑞 – «Смешение в дали» и

𝑓(𝑥) = −𝑥3, 𝑔1(𝑥) = −𝑥, 𝑔2(𝑥) = −1.

Тогда уравнения Гамильтона – Якоби принимают вид:

𝑄1 + (𝑉1)
′
𝑥𝑓(𝑥)−

1

4
[𝑔1(𝑥)]

2[(𝑉1)
′
𝑥]

2 − 1

2
[𝑔2(𝑥)]

2(𝑉1)
′
𝑥(𝑉2)

′
𝑥 = 0,

𝑄2 + (𝑉2)
′
𝑥𝑓(𝑥)−

1

4
[𝑔2(𝑥)]

2[(𝑉2)
′
𝑥]

2 − 1

2
[𝑔1(𝑥)]

2(𝑉1)
′
𝑥(𝑉2)

′
𝑥 = 0.

(20)

Следовательно, если взять

𝑄1 = 𝑥4 +
1

4
𝑥4 +

1

2
𝑥2, 𝑄2 = 𝑥4 +

1

4
𝑥2 +

1

2
𝑥4, (21)

то уравнения Гамильтона-Якоби имеют решения:

𝑉1(𝑥) = 𝑉2(𝑥) =
1

2
𝑥2.

При этом функции 𝑄1(𝑥), 𝑄2(𝑥) являются положительно определёнными.
Поэтому по теореме 10.4-2 из [4] имеем управление Нэша

𝑝* =
1

2
𝑥2, 𝑞* =

1

2
𝑥, (22)

найденное по формулам (19). Уравнение дифференциальной игры принимает вид
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑥3 − 1

2
𝑥3 − 1

2
𝑥 < 0. (23)

Находим решение для (23):

−2

3
𝑡+ ln𝐶 =

∫︁
𝑑𝑥

𝑥3 + (1/3)𝑥
=

∫︁
𝑑𝑥

𝑥(𝑥2 + (1/3))
=

1

(2/3)
ln

𝑥2

(1/3) + 𝑥2
,

или
𝑥2

(1/3) + 𝑥2
= 𝐶 · 𝑒−(4/9)𝑡.

Переходя к пределу по 𝑡 → +∞, получим, что lim
𝑡→+∞

𝑥2 = 0. Это говорит о том, что
c течением времени смещение в разломе сойдёт на нет, т. е. толчки прекратятся,
землетрясение закончится.

4. Заключение
Предпринятую попытку описать землетрясение как дифференциальную игру не

следует рассматривать как успешную. Это было бы опрометчиво. Землетрясение –
крайне сложное явление, и трудно надеяться, что само исходное для нас уравнение
(16) адекватно отражает сдвиговый разлом. Но сведение динамики землетрясений
к дифференциальным уравнениям, к дифференциальным играм уже имеет смысл,
поскольку это означает привлечение нового и мощного математического аппарата
для изучения опасного природного явления.
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