
Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2009, âûï. 20, ñ. 12�26 ÓÄÊ 513.813ÔÎ�ÌÓËÛ ÒÈÏÀ �ÀÓÑÑÀ-ÁÎÍÍÅ-×Å�ÍÀÄËß ÏÑÅÂÄÎ�ÈÌÀÍÎÂÛÕ È �ÈÌÀÍÎÂÛÕÌÍÎ�ÎÎÁ�ÀÇÈÉ È ÔÎ�ÌÓËÀ ÕÈ�ÖÅÁ�ÓÕÀÀ.Ê. �óöÄàåòñÿ îáçîð �îðìóë òèïà �àóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ ðèìàíîâûõ è ïñåâäî-ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.Êëàññè÷åñêàÿ �îðìóëà �àóññà-Áîííå
1

2π

∫

F

Kdσ = χ(F ) (1)ñâÿçûâàåò ãàóññîâó êðèâèçíó K çàìêíóòîé îðèåíòèðîâàííîé äâóìåðíîé ïîâåðõ-íîñòè F 
 õàðàêòåðèñòèêîé Ýéëåðà-Ïóàíêàðå ïîâåðõíîñòè F . Âíóòðåííÿÿ ãåî-ìåòðèÿ, èñêðèâëåííîñòü ïîâåðõíîñòè, óâÿçàíû â ýòîé �îðìóëå ñ òîïîëîãèåéïîâåðõíîñòè, ò.å. ñ åå �îðìîé.Äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè F ñ êðàåì ∂F , ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàä-êèõ êðèâûõ ñ óãëàìè αj â âåðøèíàõ, �îðìóëà �àóññà-Áîííå èìååò âèä
∫

F

Kdσ +

∫

∂F

kgds = 2π +
∑

j

(π − αj), (2)ãäå kg � ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà.�àóññ [1℄ äîêàçàë å�å äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ òðåóãîëüíèêîâ, à Áîííå [2℄ â áîëååîáùåì âèäå (2). Â âèäå (1) �îðìóëà �àóññà-Áîííå áûëà óñòàíîâëåíà �îí Äèêîì[3℄ â 1888 ãîäó [4℄.Îáîáù�åííóþ �îðìóëó �àóññà-Áîííå íà ñëó÷àé ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèéâïåðâûå óñòàíîâèëè Àëëåíäîð�åð è À.Âåéëü [5℄ â 1943 ãîäó. Ïîä âëèÿíèåìÂåéëÿ [4℄ íîâîå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû äàë â 1944 ãîäó ×åðí [6℄.Äëÿ çàìêíóòûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé �îðìóëó íåçàâèñèìî âûâå-ëè ×åðí (1963, [7℄) è Àâåö (1962, [9℄).Ê ñîæàëåíèþ, íåñìîòðÿ íà âàæíîñòü ýòîé �îðìóëû äëÿ òåîðèè ðèìàíîâûõìíîãîîáðàçèé, ýòà å�å �îðìà ïëîõî ïðåäñòàâëåíà â ðóññêî-ÿçû÷íîé ó÷åáíîé ëèòå-ðàòóðå. À åñëè è ïðåäñòàâëåíà, òî â �îðìå ðàâåíñòâà êîãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññîâ,÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ å�å èñïîëüçîâàíèÿ ñî ñòîðîíû ìíîãî÷èñëåííîéãðóïïû ÷èòàòåëåé, íå âëàäåþùèõ ìåòîäàìè àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè.
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 131. Ïñåâäîðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ1.1. Ôîðìóëà �àóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ çàìêíóòûõ ïñåâäîðèìàíîâûõìíîãîîáðàçèé M2kÏóñòü < M2k, g > � 2k-ìåðíîå êîìïàêòíîå îðèåíòèðîâàííîå ïñåâäîðèìàíîâîìíîãîîáðàçèå ñèãíàòóðû < +...+
︸ ︷︷ ︸

p

−...−
︸ ︷︷ ︸

2k−p

> áåç êðàÿ.Ïóñòü dv =
√

|det(g)|dx1 ∧ ... ∧ dx2k � 2k-�îðìà îáú�åìà è
∆(R) =

(−1)[p/2]

22kπkk!
ηi1i2...i2k

j1j2...j2k
Ri1i2j1j2Ri3i4j3j4...Ri2k−1i2kj2k−1j2k,ãäå

ηi1i2...i2k

j1j2...j2k
=







+1, {i1i2...i2k} ÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà {j1j2...j2k},
−1, {i1i2...i2k} íå÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà {j1j2...j2k},

0, ñðåäè {i1i2...i2k} èëè ñðåäè {j1j2...j2k} åñòü îäèíàêîâûå.Òîãäà [7, 9℄
∫

M2k

∆(R)dv = χ(M2k), (1.1)ãäå χ(M2k) � õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà-Ïóàíêàðå ìíîãîîáðàçèÿ M2k.1.2. Ôîðìóëà �àóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ çàìêíóòûõ ïñåâäîðèìàíîâûõìíîãîîáðàçèé M4Ïóñòü < M4, g > � 4-ìåðíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíî-ãîîáðàçèå ñèãíàòóðû < +...+
︸ ︷︷ ︸

p

−...−
︸ ︷︷ ︸

4−p

>.Òîãäà [10℄
∫

M4

WiklmW iklmdv = 2

∫

M4

(

Ri
jR

j
i −

1

3
R2

)

dv + (−1)p+[ p

2
]8π2χ(M4), (1.2)ãäå W � òåíçîð Âåéëÿ.1.3. Ôîðìóëà ×åðíà-�àóññà-Áîííå äëÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðà-çèé M2k ñ êðàåìÏóñòü M2k � ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂M2k è q : T1M

2k → M2k �ðàññëîåíèå íà ñ�åðû, àññîöèèðîâàííîå ñ êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì TM2k (ò.å.



14 À.Ê. �óö. Ôîðìóëû òèïà �àóññà-Áîííå-×åðíà. . .ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ íîðìîé 1). Ñóùåñòâóåò (2k −
1)-�îðìà σ íà T1M

2k, äëÿ êîòîðîé
∫

q−1(x)

σ = 1 äëÿ âñåõ x ∈ M2kè q∗Pfk(Ω) = dσ.Âñÿêîå âåêòîðíîå ïîëå T , íîðìàëüíîå ê ∂M2k , çàäàåò íåñèíãóëÿðíîå ñå÷åíèå
τ : ∂M2k → T1M

2k.Òîãäà èìååò ìåñòî �îðìóëà ×åðíà-�àóññà-Áîííå äëÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíî-ãîîáðàçèé M2k ñ êðàåì [11℄:
∫

M2k

Pf(Ω) = ind∂M2kT +

∫

∂M2k

τ ∗σ, (1.3)
ãäå ind∂M2k îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Åñëè T íå íóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå íà ∂M2k , T � ïðîäîëæåíèå âåêòîðíîãîïîëÿ T íà âñå ìíîãîîáðàçèå M2k è a1, ..., ak � êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê(íóëåé) ïîëÿ T íà M2k [12, 
. 516℄, òî

ind∂M2kT =

k∑

j=1

indaj
T .Åñëè ïîëå T òðàíñâåðñàëüíî (â ÷àñòíîñòè, íîðìàëüíî) ê ∂M2k , òî

ind∂M2kT = χ(M2k).Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì:
ind∂M2kT = χ(M2k) − deg(KT ),ãäå deg(KT ) � ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ KT : ∂M2k → S2k−1 [12, 
. 502℄, KT (x) ðàâíîòî÷êå íà S2k−1, îòìå÷åííîé êîíöîì âåêòîðà v = v0T + v1u1 + ... + v2k−1u2k−1,

{u1, ..., u2k−1} � áàçèñ â Tx(∂M2k), x ∈ ∂M2k, ∑j vj = 1 [13℄.Åñëè Q2k � 2k-ìåðíàÿ êîìïàêòíàÿ îáëàñòü â M2k 
 ãðàíèöåé ∂Q2k, òî �îð-ìóëó (1.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∫

Q2k

Pf(Ω) = ind∂Q2kT +

∫

∂Q2k

τ ∗σ, (1.4)
ãäå âñå �îðìû, ïîëÿ, îïðåäåëÿþòñÿ êàê âûøå ñ çàìåíîé áóêâû M íà áóêâóQ.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 151.4. Ôîðìóëà äëÿ ÷èñåë Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàìêíóòûõ ïñåâäîðèìàíî-âûõ ìíîãîîáðàçèé M4kÏóñòü < M4k, g > � 4k-ìåðíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíî-ãîîáðàçèå ñèãíàòóðû < +...+
︸ ︷︷ ︸

p

−...−
︸ ︷︷ ︸

4k−p

>.Ïóñòü
dv =

√

|det(gij)|dx1 ∧ ... ∧ d4k� �îðìà îáú�åìà è
∆4k =

(−1)p

(2π)2k(2k)!
Ωi1

i2
∧ Ωi2

i3
∧ ... ∧ Ωi2k

i1èëè
∆4k =

(−1)p

(2π)2k(2k)!22k
Rα

β,λ1λ2
Rβ

γ,λ3λ4
...Rδ

α,λ4k−1λ4k
ηλ1...λ

4k .Òîãäà èìååò ìåñòî �îðìóëà Çàíäà [14℄ äëÿ k-ìåðíîãî ÷èñëà Ïîíòðÿãèíà
pk[M

4k] =

∫

M4k

∆4k dv. (1.5)Íàïîìíèì, ÷òî k-ìåðíîå ÷èñëî Ïîíòðÿãèíà pk[M
4k] îïðåäåëÿåòñÿ êàê çíà-÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êëàññà Ïîíòðÿãèíà pk(ξ) ∈ H4k(M4k, IR), ãäå ξ �êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå íà M4k íà �óíäàìåíòàëüíîì êëàññå µM ∈ H4k(M

4k, IR),ò.å.
pk[M

4k] = 〈pk(ξ), µM〉èëè
pk[M

4k] =

∫

M4k

pk(ξ)â ñëó÷àå, êîãäà êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ pk(ξ) ðåàëèçóåòñÿ êàê âíåøíÿÿ äè��å-ðåíöèàëüíàÿ 4k-�îðìà, ò.å. èìåþòñÿ â âèäó êîãîìîëîãèè äå �àìà.2. �èìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿÌíîãîîáðàçèå < Mn, g > � ðèìàíîâî, åñëè îíî ñíàáæåíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-ëåííîé ìåòðèêîé g.2.1. Ôîðìóëà �àóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ çàìêíóòûõ ðèìàíîâûõ ìíî-ãîîáðàçèé M2kÏóñòü < M2k, g > � 2k-ìåðíîå êîìïàêòíîå îðèåíòèðîâàííîå ðèìàíîâî ìíîãîîá-ðàçèå áåç êðàÿ è
Ω =

(−1)k

22kπkk!
ηi1i2...i2k

12...(2k) Ωi1i2 ∧ ... ∧ Ωi2k−1i2k.



16 À.Ê. �óö. Ôîðìóëû òèïà �àóññà-Áîííå-×åðíà. . .Èìååì
Ωij =

1

2
Rijkldxk ∧ dxlè

Ω = E2kdv,ãäå dv =
√

gdx1 ∧ ... ∧ dx2k � �îðìà îáú�åìà è (ñì. [16, p. 105℄):
E2k =

(−1)k

22k(2π)kk!
ηi1i2...i2k

j1j2...j2k
Ri1i2j1j2...Ri2k−1i2kj2k−1j2k.Çäåñü (ñì. [20, 
. 56℄)

ηi1i2...i2k

j1j2...j2k
=







+1, {i1i2...i2k} ðàçëè÷íû è äàþò ÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó {j1j2...j2k},
−1, {i1i2...i2k} ðàçëè÷íû è äàþò íå÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó {j1j2...j2k},

0, ñðåäè {i1i2...i2k} èëè ñðåäè {j1j2...j2k} åñòü îäèíàêîâûå.Òîãäà [16, p. 106℄, [20, p. 171℄:
∫

M2k

E2kdv = χ(M2k). (2.1)
2.2. Ôîðìóëû �åâåíòîñà äëÿ çàìêíóòîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ

M2n+1Â 1972 ãîäó Òàííî [17℄ äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 1. Ïóñòü < M2n+1, g, ξ > � êîìïàêòíîå ðèìàíîâî îðèåíòèðîâàííîåìíîãîîáðàçèå, èìåþùåå åäèíè÷íîå êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå ξ òàêîå, ÷òî
R(X, ξ)Y = g(X, Y )ξ¯g(Y, ξ)X äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y íà M2n+1, ò.å.ÿâëÿåòñÿ ñàñàêèåâûì ìíîãîîáðàçèåì. Òîãäà, åñëè ïîëå ξ � ðåãóëÿðíîå [19℄, òî

(−1)n

l(ξ)22nπnn!

∫

M2n+1

F (Ω, ξ) =

n∑

r=0

(n + 1 − r)(−1)rβr(M
2n+1),ãäå F (Ω, ξ) � âûðàæåíèå, çàâèñÿùåå îò Ω è ξ è βr(M

2n+1) � r-ìåðíîå ÷èñëîÁåòòè, l(ξ) � äëèíà èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè ïîëÿ ξ (îíà ïîñòîÿííà).Òåîðåìà Òàííî áûëà îáîáùåíà â 1979 ãîäó �åâåíòîñîì íà ïðîèçâîëüíûå ðè-ìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ ñèììåòðèåé.Ïóñòü < M2n+1, g, ξ > � çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå,èìåþùåå åäèíè÷íîå êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå ξ.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 17Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà [18℄ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîëå ξ � ðåãóëÿð-íîå1 [19℄:
(−1)n

l(ξ)22nπnn!

∫

M2n+1

f(Ω, ξ) =
n∑

r=0

(n + 1 − r)(−1)rβr(M
2n+1) +

n−1∑

r=0

dr, (2.2)
ãäå dr = dim Ker(Hr(M2n+1/ξ, IR), IR) → Hr+2(M2n+1/ξ, IR), l(ξ) � äëèíà èíòå-ãðàëüíîé òðàåêòîðèè ïîëÿ ξ (îíà ïîñòîÿííà).Âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîëÿ ξ ãîìåîìîð�íû S1, è ìîæíî ïîñòðîèòü ãëàâ-íîå ðàññëîåíèå

π : M2n+1 → M2n+1/ξ = B,ãäå B � ìíîæåñòâî âñåõ îðáèò [19℄.Âûðàæåíèå
f(Ω, ξ) =

∑

ηi1...i2n

(

Ψi2
i1

+
∑

ks

(Ai2i1Aks + Ai2kAi1s)φ
k ∧ φs

)

∧ ...

... ∧
(

Ψi2n

i2n−1
+
∑

ks

(Ai2ni2n−1Aks + Ai2nkAi2n−1s)φ
k ∧ φs

)

∧ φ0,

Ψi
j � �îðìà êðèâèçíû íà M2n+1 îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè g,

φ0 = ω, φi = π∗(θi), g =
∑

α

φα ⊗ φα,

ω � 1-�îðìà, îïðåäåëåííàÿ íà M2n+1 êàê ω(X) = g(ξ, X), θ1, ..., θ2n � 1-�îðìû,çàäàííûå â ìàëîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ B òàê, ÷òî h =
∑

i θ
i ⊗ θi, à hðèìàíîâà ìåòðèêà íà B, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

h(X, Y )(b) = g(X ′, Y ′)(x) − (ω ⊗ ω)(X ′, Y ′)(x),

dπx(X
′)(x) = X, dπx(Y

′)(x) = Y, π(x) = b, x ∈ M2n+1,

dω = π∗(
∑

ij

Aijθ
i ∧ θj) ñ Aij = −Aji.Ïðè ýòîì Aij = −g(ei,∇ej

ξ), {e1, ..., e2n} � áàçèñ â T (B).Ôîðìóëà (2.2) ïîëó÷åíà �åâåíòîñîì [18℄ èç �îðìóëû �àóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî ðèìàíîâà 2n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
< B, h >: ∫

B

Q = 22nπnn!χ(B),1Óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè âûïîëíÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé, âñòðå÷àþ-ùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.



18 À.Ê. �óö. Ôîðìóëû òèïà �àóññà-Áîííå-×åðíà. . .ãäå
Q = (−1)n

∑

ηi1...i2nΩi2
i1
∧ ...Ωi2n

i2n−1
,

Ω � �îðìà êðèâèçíû ìíîãîîáðàçèÿ < B, h >, ñ ïîìîùüþ ïîäíÿòèÿ π∗ è âûðà-æåíèÿ χ(B) ÷åðåç ÷èñëà Áåòòè β(M2n+1).2.2.1. Ôîðìóëà �åâåíòîñà äëÿ çàìêíóòîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðà-çèÿ M3Â ñëó÷àÿ çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî ðèìàíîâà ìíãîîáðàçèÿ M3 
 ìåòðèêîé
g, äîïóñêàþùåãî ðåãóëÿðíîå åäèíè÷íîå êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå ξ, èìååòìåñòî �îðìóëà [18℄:

1

2πl(ξ)

∫

M3

{K(ξ⊥) + 3K(ξ)}dv = 2β0(M
3) − β1(M

3) + d0, (2.3)ãäå d0 = 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò ÷�åòíîñòè èëè íå÷�åòíîñòè îäíîìåðíîãî ÷èñëàÁåòòè β1(M
3); K(ξ⊥) � çíà÷åíèå ðèìàíîâîé êðèâèçíû â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëü-íîé ξ; K(ξ) � çíà÷åíèå ðèìàíîâîé êðèâèçíû äëÿ ëþáîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé

ξ (îòìåòèì, ÷òî K(ξ) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïëîñêîñòè); dv � �îðìà îáú�åìà; l(ξ)� äëèíà èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè ïîëÿ ξ (îíà ïîñòîÿííà).2.3. Ôîðìóëà ×åðíà-�àóññà-Áîííå äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé M2kñ êðàåìÏóñòü M2k � êîìïàêòíîå îðèåíòèðîâàííîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì.Ïóñòü π : TM2k → M2k � êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå è π0 = π|S → M2k �àññîöèèðîâàííîå ðàññëîåíèå íà ñ�åðû (ò.å. ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ êàñàòåëü-íîãî ðàññëîåíèÿ ñ íîðìîé 1). Ïóñòü Γ � ñâÿçíîñòü íà ãëàâíîì ðàññëîåíèè
p : SO(TM2k) → M2k ñ �îðìîé êðèâèçíû K è ïóñòü Ω åäèíñòâåííàÿ 2k-�îðìàíà M2k òàêàÿ, ÷òî p∗Ω = π−kPf(K) 2 è Φ � (2k − 1)-�îðìà íà S 
 π∗

0Ω = dΦ.Íàêîíåö, ïóñòü ν : ∂M2k → S � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ∂M2k.Òîãäà [21℄
∫

M2k

Ω = χ(M2k) +

∫

∂M2k

ν∗Φ. (2.4)
2Îïðåäåëåíèå ï�à��èàíà:

Pf(A) =
1

2kk!
εi1...i2kAi1i2Ai3i4 ...Ai2k−1i2k

,ãäå A = Aij .



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 192.4. Ôîðìóëà ×åðíà-�àóññà-Áîííå äëÿ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé Mmñ êðàåìÏóñòü Mm � îðèåíòèðîâàííîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì è
Em =

(−1)p

2mπpp!
ηi1i2...im

12...(m) Ωi1i2 ∧ ... ∧ Ωim−1im ,

p =
[m

2

]

,

Qk,m = ck,m

∑

ηi1i2...im−1Ωi1i2 ∧ ... ∧ Ωi2k−1i2k
∧ ωi2k+1m ∧ ... ∧ ωim−1m,

ck,m =
(−1)k

πpk!2k+p · 1 · 3 · ... · (2p − 2k − 1)
.Çäåñü

Ωjk = dωjk −
∑

1≤ν≤m

ωjν ∧ ωνk,

∇ej =
∑

1≤k≤m

ωjkek äëÿ ωjk ∈ T ∗(M) è ωjk = −ωkj,

{e1, ..., em} � ëîêàëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â T (M) òàêîé, ÷òî em � åäè-íè÷íàÿ íîðìàëü ê êðàþ ∂Mm.Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà �àóññà-Áîííå-×åðíà [16, p. 253℄:
∫

Mm

Em +

∫

∂Mm

∑

k

Qk,m = χ(Mm). (2.5)
Çàìå÷àíèå 1. Íàïîìíèì, ÷òî χ(M2k+1) = 0 è, êàê äîêàçàë ×åðí,

Em = −d

(
∑

k

Qk,m

)

.Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû Ñòîêñà ðàâåíñòâî (2.5) îáðàùàåòñÿ äëÿ íå÷�åòíî-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé â òîæäåñòâî 0 = 0.



20 À.Ê. �óö. Ôîðìóëû òèïà �àóññà-Áîííå-×åðíà. . .2.5. Ôîðìóëà �àóññà-Áîííå-×åðíà äëÿ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíî-ãîîáðàçèé M4 ñ êðàåìÈìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ �îðìóëà [22℄ �àóññà-Áîííå-×åðíà:
8π2χ(M4, ∂M4) =

∫

M4

(

|W (4)|2 − 1

2
|Z(4)|2 − 1

24
[R(4)]2

)

d(4)v−

−4

∫

∂M4

3∏

i=1

λid
3v −

∫

∂M4

∑

σi∈S3

Kσ1σ2λσ3d
3v,

(2.6)
ãäå χ(M4, ∂M4) � õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà-Ïóàíêàðå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì M4,
W � òåíçîð Âåéëÿ, Z = Ric − (R/4)g, Ric � òåíçîð �è÷÷è, R � ñêàëÿðíàÿêðèâèçíà, Kσ1σ2 � ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà, λi � ãëàâíûå êðèâèçíû ìíîãîîáðàçèÿ
∂M4.3. Ñèãíàòóðíûå �îðìóëû3.1. Ñèãíàòóðà ìíîãîîáðàçèÿÑèãíàòóðà ìíîãîîáðàçèÿ Mn îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ n = 4k. Åñëè M4k ñâÿçíîå èîðèåíòèðîâàííîå, òî ∪-ïðîèçâåäåíèå êîãîìîëîãèé H2k(M4k, IR) :

H2k(M4k, IR) ∪ H2k(M4k, IR) → H4k(M4k, IR)ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì.Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî M4k êîìïàêòíî, òî â ñèëó äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå
H4k(M4k) ∼= H0(M4k). Ïîñêîëüêó H0(V 4k) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì âåêòîðíûìïðîñòðàíñòâîì, òî ñ÷èòàåì, ÷òî H0(M4k) = IR è èìååì ñëåäóþùóþ áèëèíåéíóþ�îðìó:

Q : H2k(M4k, IR) ∪ H2k(M4k, IR) → IR.Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q(α, α) ñî çíà÷åíèÿìè â IR,ãäå α ∈ H2k(M4k, IR). Åå ñèãíàòóðà, ò.å. ðàçíîñòü σ(M4k) = p(M4k) − n(M4k)ìåæäó ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ p(M4k) è îòðèöàòåëüíûõ n(M4k) ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé, íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðîé ìíîãîîáðàçèÿ M4k.Â ñëó÷àå êîãîìîëîãèé äå �àìà α, β ∈ H2k
dR(M4k, IR)

Q(α, β) =

∫

M4k

α ∧ β.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 213.2. Ôîðìóëû äëÿ ñèãíàòóðû çàìêíóòîãî ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîá-ðàçèÿÅñëè σ(M4k) = p(M4k) − n(M4k) � ñèãíàòóðà3 ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ
〈M4k, g〉, òî èìååò ìåñòî �îðìóëà [14℄:

σ(M4k) =
(−1)p

(2π)2k(2k)!3k

∫

M4k

∆4k dv, (3.1)ãäå
∆4k =

(−1)p

(2π)2k(2k)!22k
Rα

β,λ1λ2
Rβ

γ,λ3λ4
...Rδ

α,λ4k−1λ4k
ηλ1...λ

4k .Äëÿ 4-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ èìååì:
σ(M4) =

(−1)p

96π2

∫

M4

Ri
·jj1j2R

j
i·j3j4

ηj1j2j3j4 · dv (3.2)èëè
σ(M4) =

(−1)p

96π2

∫

M4

WijklW
ij

mnη
klmn · dv. (3.3)

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè M4 � ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, ò.å. p = 1, à W ïðèíàäëåæèòòèïó III Ïåòðîâà, òî, êàê èçâåñòíî (L. Bel, 1960, ñì. [10℄), WijklW
ij

mnηklmn = 0.Çíà÷èò, ìû èìååì σ(M4) = 0, òîãäà êàê (ìåòðè÷åñêàÿ) ñèãíàòóðà τ(M4) = −2.3.3. Ôîðìóëà Õèðöåáðóõà äëÿ ñèãíàòóðû ìíîãîîáðàçèÿ3.3.1. Òåîðåìà Õèðöåáðóõà è L-ðîäÑóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ïîëèíîìû L = {Lk} òàêèå, ÷òî äëÿ ëþ-áîãî îðèåíòèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñèãíàòóðíàÿ òåîðåìà Õèð-3Ïîä ñèãíàòóðîé çàìêíóòîãî ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ÷àñòî ïîíèìàþò ÷èñëî
τ(M4) = p − (2k − p), ãäå p � ÷èñëî, âõîäÿùåå â ñèãíàòóðó < +...+

︸ ︷︷ ︸

p

−...−
︸ ︷︷ ︸

4k−p

>. ×èñëà σ(M4k) è
τ(M4) � ýòî ðàçíûå ÷èñëà è ïî ñìûñëó, è ïî çíà÷åíèÿì, êàê âèäíî èç çàìå÷àíèÿ 2.
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σ(M4k) = Lk(p1, p2, ..., pk)[M

4k]
(3.4)èëè

σ(M4k) =
∑

(j1,...jk)
j1+...+jr=k

l
(j)
k pj1...pjr

[M4k], (3.5)ãäå pj(ξ) ∈ H4j(M4k, IR) � j-é êëàññ Ïîíòðÿãèíà,
Lk(p1, p2, ..., pk) =

∑

(j1,...jk)
j1+...+jr=k

l
(j)
k pj1...pjr

.Îáû÷íî î ñîäåðæàíèè �îðìóë (3.4), (3.5) ãîâîðÿò, ÷òî ñèãíàòóðà ìíîãîîá-ðàçèÿ ðàâíà L-ðîäó.Ïåðâûå ÷åòûðå ïîëèíîìà èìåþò âèä:
L0 = 1, L1 = p1/3, L2 = (7p2 − p2

1)/45,

L3 = (62p3 − 13p2p1 + 2p3
1)/945.Ñëåäîâàòåëüíî, ñèãíàòóðà 4-ìåðíîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà

σ(M4) =
1

45
(7p2[M

4] − p2
1[M

4]).Èìååòñÿ àëãîðèòì [15, � 19℄ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìîâ Lk, èñïîëüçóþùèé ðÿä
√

z

th
√

z
=
∑

k≥0

22kB2kz
k

(2k)!
= 1 + z/3 − z2/45 + ...ãäå B2k � ÷èñëà Áåðíóëëè.Â ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññîâ pk â âèäå äè��åðåíöèàëüíûõ 4k-�îðì, ò.å.ïðè ïåðåõîäå ê êîãîìîëîãèÿì äå �àìà, pk ∈ H4k

dR(M4k, IR), � �îðìóëà (3.5) ïðè-íèìàåò âèä
σ(M4k) =

∑

(j1,...jk)
j1+...+jr=k

l
(j)
k

∫

M4k

pj1 ∧ ... ∧ pjr
. (3.6)



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2009. Âûï. 20. 233.3.2. Âûðàæåíèå êëàññîâ Ïîíòðÿãèíà ÷åðåç òåíçîð êðèâèçíûÍà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M4k êëàññû Ïîíòðÿãèíà
p(ξ) = 1 + p1(ξ) + p2(ξ) + ... + pk(ξ)âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êðèâèçíû [25℄:

ps(ξ) =
1

(2π)2s(2s)!

∑

ηj1...j2s

i1...i2s
Ωi1

j1
∧ ... ∧ Ωi2s

j2s
. (3.7)Åñëè èñïîëüçîâàòü �îðìóëó

Ωij =
1

2
Rijkldxk ∧ dxlè ïîäñòàâèòü åå â �îðìóëó (3.7), òî ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå êëàññîâ Ïîíòðÿ-ãèíà â êîãîìîëîãèÿõ äå �àìà â òåðìèíàõ òåíçîðà êðèâèçíû:

ps(ξ) =
1

(4π)2s(2s)!

∑

ηj1...j2s

i1...i2s
Ri1

·j1l1m1
...Ri2s

·j2sl2sm2s
dxl1 ∧ dxm1 ∧ ... ∧ dxl2s ∧ dxm2s .3.3.3. Âûðàæåíèå ÷èñåë Ïîíòðÿãèíà ÷åðåç òåíçîð êðèâèçíûÏóñòü äàíî çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå M4k è ïóñòü (j) =

(j1, ..., jk) � ðàçáèåíèå ÷èñëà k, ò.å. âñå ji > 0 è j1 + ... + jr = k. Îïðåäåëèì÷èñëî Ïîíòðÿãèíà p(j)[M
4k] êàê ÷èñëî ðàâíîå

〈pj1(ξ)...pj1(ξ), µM4k〉.Ïðè ïðåäñòàâëåíèè êëàññîâ pk(ξ) â âèäå äè��åðåíöèàëüíûõ 4k-�îðì, ò.å. ïðèïåðåõîäå ê êîãîìîëîãèÿì äå �àìà, ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò [25℄, ÷òî
p(j)[M

4k] =

∫

M4k

pjr
∧ ... ∧ pjr

=

∫

M4k

g · dv, (3.8)ãäå dv � �îðìà îáúåìà è �óíêöèÿ
g(x) =

1

c

∑

l1,...,l4k

ηl1...l4kFl1...l4k
,

c = 24kπ2k
r∏

i=1

(2ji)!(4ji)!,à Fl1...l4k
� ïðîèçâåäåíèå ñëåäóþùèõ r �óíêöèé:
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∑

η
m1...m2j1
i1...i2j1

∑

sgn(σ)Rlσ(1)lσ(2)i1m1 ...Rlσ(4j1−1)lσ(4j1)i2j1
m2j1

,

...........................................................................................

...........................................................................................
∑

η
m1...m2jr

i1...i2jr

∑

sgn(σ)Rlσ(4k−jr+1)lσ(4k−jr+2)i1m1 ...Rlσ(4k−1)lσ(4k)i2jr m2jr
,îòíîñèòåëüíî ëþáîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-ñòâå Tx(M

4k). Çäåñü σ îáîçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó â ìíîæåñòâàõ èíäåêñîâ
{1, ..., 4j1}, {4j1 + 1, ..., 4(j1 + j2)}, {4k − jr + 1, ..., 4k}, îïðåäåëåííûõ ðàçáèåíè-åì (j).3.3.4. Ôîðìóëà ÕèðöåáðóõàÏîñêîëüêó ÷èñëà Ïîíòðÿãèíà íà çàìêíóòîì îðèåíòèðîâàííîì ðèìàíîâîì ìíî-ãîîáðàçèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êðèâèçíû Ω èëè R, òî ñèãíàòóðà ìíîãîîáðàçèÿâû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç êðèâèçíó, è èìååò ìåñòî �îðìóëà Õèðöåáðóõà:

σ(M4k) =

∫

M4k

Lk

(
Ω

π

)

dv (3.9)èëè
σ(M4k) =

∫

M4k

Lk

(
R

π

)

dv. (3.10)
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