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4 Îñíîâíûå è îáîáùåííûå ôóíêöèè Áóõáèíäåð Ã.Ë.

�1. Îñíîâíûå è îáîáùåííûå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ φ(x), îïðåäåëåííàÿ íà R = (−∞,∞), íàçûâàåòñÿ ôèíèòíîé, åñëè îíà îáðàùà-
åòñÿ â íóëü âíå êîíå÷íîãî èíòåðâàëà [a, b]: φ(x) ̸= 0, åñëè a < x < b è φ(x) = 0, åñëè
x 6 a è x > b. Ñàì èíòåðâàë [a, b] íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ôóíêöèè φ(x). Ïîñòîÿííûå a
è b çàâèñÿò îò φ(x).

ÏóñòüD åñòü ìíîæåñòâî ôèíèòíûõ è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà R ôóíêöèé.
Î÷åâèäíî, ÷òî ãäå D åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ (øàïî÷êà)(ðèñ.1)

φa(x) =

{
e−a2/(a2−x2), åñëè|x| < a
0, åñëè|x| > a

(1)

ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíîé. Äåéñòâèòåëüíî, φa(x) → 0 ïðè x→ ±a∓0 è φa(x) = 0 ïðè |x| > a.

Ðèñ. 1.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ

φ′
a(x) = − 2a2x

a2 − x2
e−a2/(a2−x2)

è

lim
x→a+0

φ′
a(x) = 0 , lim

x→a−0
φ′
a(x) = − lim

x→a−0

2a3

(a2 − x2)
e−a2/(a2−x2) = 0

Ñëåäîâàòåëüíî φ′
a(x) íåïðåðûâíà ïðè x = a. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è íåïðåðûâ-

íîñòü φ′
a(x) ïðè x = −a è íåïðåðûâíîñòü φ

(k)
a (x) ïðè k > 2.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {φn(x)}, ãäå φn(x) ∈ D ïðè âñåõ n, ñõî-
äèòñÿ ê ôóíêöèè φ(x) ∈ D,

φn(x)
D→ φ(x), n→ ∞ ,

åñëè
1. Íîñèòåëè âñåõ φn(x) ëåæàò âíóòðè íåêîòîðîãî îòðåçà [a, b] ;

2. Ïðè ëþáîì k > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φ
(k)
n (x) ðàâíîìåðíî íà R ñõîäèòñÿ ê φ(k)(x).

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî D ñ ââåäåííîé ñõîäèìîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îñ-
íîâíûõ ôóíêöèé.
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Ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé

Ïóñòü êàæäîé ôóíêöèè φ(x) ∈ D ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîå ÷èñëî
(f, φ), ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë α è β è ëþáûõ φ, ψ ∈ D âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(f, αφ+ βψ) = α(f, φ) + β(f, ψ).

Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî íà D îïðåäåëåí ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f .

Ôóíêöèîíàë f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè èç ñõîäèìîñòè φn(x)
D→ φ(x) ïðè n→

∞ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(f, φn) → (f, φ), n→ ∞ .

Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç D′.
Ïóñòü f1 è f2 ∈ D′ è α, β - êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ, ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ ôóíêöèîíàëîâ αf1 + βf2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèîíàë, äåéñòâóþùèé íà
ëþáóþ φ ∈ D ïî ïðàâèëó

(αf1 + βf2, φ) = α(f1, φ) + β(f2, φ) (2)

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì (2) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
è íåïðåðûâíûì.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) àáñîëþòíî è èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå (ëîêàëüíî
èíòåãðèðóåìà), òî òîíà ïîðîæäàåò ôóíêöèîíàë

(f, φ) =

∞∫
−∞

f(x)φ(x) dx . (3)

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë (3) ñõîäèòñÿ.
Ôóíêöèîíàëû, çàäàâàåìûå â âèäå ðàâåíñòâà (3) íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.
Ëåììà. Åñëè f(x) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà, òî (3) îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé è íåïðåðûâ-

íûé ôóíêöèîíàë.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà (3) ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà îò-

íîñèòåëüíîñòè φ. Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü. Ïóñòü φn(x)
D→ φ(x) ïðè n → ∞, òîãäà

íîñèòåëè âñåõ φn ëåæàò âíóòðè íåêîòîðîãî îòðåçêà [a, b] è sup
a6x6b

|φn(x)− φ(x)| → 0 ïðè

n→ ∞. Ïîýòîìó

(f, φn)− (f, φ) 6 |(f, φn)− (f, φ)| =
∣∣ ∞∫
−∞

f(x)[φn(x)− φ(x)]dx
∣∣

6
∞∫

−∞

|f(x)||φn(x)− φ(x)|dx 6 sup
a6x6b

|φn(x)− φ(x)|
b∫

a

|f(x)| → 0

ïðè n→ ∞. Òàêèì îáðàçîì, (f, φn) → (f, φ) ïðè n→ ∞, ò.å. ôóíêöèîíàë (3) íåïðåðû-
âåí.

Ëèíåéíûå, íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ðåãóëÿðíûìè, íàçûâàþòñÿ
ñèíãóëÿðíûìè.
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Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë (f, φ) çàäàííûé íà D íàçûâàåò-
ñÿ îáîáùåííîé ôóíêöèåé. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ D′

íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
Åñëè ôóíêöèîíàë (f, φ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ò.å.

(f, φ) =

∞∫
−∞

f(x)φ(x) dx , (4)

òî îáîáùåííóþ ôóíêöèþ (f, φ) òàêæå îáîçíà÷àþò êàê f(x) èëè f .

�2. Äåëüòà-ôóíêöèÿ

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë (δ, φ), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

(δ, φ) = φ(0) , ∀φ ∈ D . (5)

Ôóíêöèîíàë (4) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

φn(x)
D→ φ(x) , n→ ∞ .

Òîãäà
(δ, φn) = φn(0) → φ(0) = (δ, φ) .

Ôóíêöèîíàë (4) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ f(x), ÷òî äëÿ âñåõ φ ∈ D

(δ, φ) = φ(0) =

∞∫
−∞

f(x)φ(x) dx . (6)

Â ÷àñòíîñòè, (6) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ φa(x) èç (1), äëÿ êîòîðîé

∞∫
−∞

f(x)φa(x) dx = φa(0) = e−1 . (7)

Íî èíòåãðàë â (7) ïðè a→ 0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê

∣∣ ∞∫
−∞

f(x)φa(x) dx
∣∣ 6 φa(0)

a∫
−a

|f(x)| dx→ 0 a→ 0 ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (7). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë (δ, φ) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿð-
íûì. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ (δ, φ), îïðåäåëåííàÿ â (5), íàçûâàåòñÿ δ-ôóíêöèåé.

�3. Ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå D′

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáùåííûõ ôóíêöèé {fn}, ñõîäèòñÿ â D′ ê îáîá-

ùåííîé ôóíêöèè f : fn
D′
→ f , n→ ∞, åñëè äëÿ ëþáîé îñíîâíîé ôóíêöèè φ ∈ D ñõîäèòñÿ

÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(fn, φ) → (f, φ) n→ ∞ . (8)
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Òàêóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëîâ íàçûâàþò ñëàáîé ñõîäèìîñòüþ.
Âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn, ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëîâ

{fε}, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ε. Ãîâîðÿò, ÷òî fε
D→ f ïðè ε → 0, åñëè äëÿ ëþáîãî

φ(x) ∈ D

lim
ε→0

(fε, φ) → (f, φ) ε→ 0 . (9)

Çàìå÷àíèå. ×àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèîíàëû fn è fεÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, à ïðå-
äåëüíûé ôóíêöèîíàë f â (8) èëè (9) - ñèíãóëÿðíûé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò
îáû÷íûå ôóíêöèè fn è fε, ÷òî äëÿ âñåõ φ ∈ D

(fn, φ) =

∞∫
−∞

fn(x)φ(x)dx èëè fε, φ) =

∞∫
−∞

fε(x)φ(x)dx , (10)

è â òî æå âðåìÿ äëÿ ïðåäåëüíîãî ôóíêöèîíàëà (f, φ) èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
òèïà (10) íå ñóùåñòâóåò. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óäîáñòâà òàêæå ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ
îáîáùåííîé ôóíêöèè (f, φ) êàê f(x), ïîíèìàÿ ïîä ýòèì ïðåäåëû

f(x) = lim
n→0

fn(x) èëè f(x) = lim
ε→0

fε(x) , (11)

íî ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì, îïðåäåëÿþùèì ïðàâèëî èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè f(x):

∞∫
−∞

f(x)φ(x)dx = (f, φ)

Ôóíêöèîíàë ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîèçâîëüíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè f(x) îáîçíà÷àþò
òàêæå êàê (f(x), φ(x)) .

Ïðèìåð. Ïóñòü fn(x) îáû÷íûå ôóíêöèè âèäà (ðèñ.2)

fn(x) =


n

2
, − 1

n
6 x 6 1

n

0, |x| > 1

n
,

n = 1, 2, . . . (12)

Íàéäåì ïðåäåë

lim
n→∞

fn(x) =

{
0, x ̸= 0
∞, x = 0 .

(13)

Êðîìå òîãî
∞∫

−∞

fn(x)dx =

1/n∫
−1/n

n

2
dx =

n

2
· 2
n
= 1 .

Ïóñòü òåïåðü φ ∈ D - ïðîèçâîëüíàÿ îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíûé
ôóíêöèîíàë

(fn, φ) =

∞∫
−∞

fn(x)φ(x)dx =
n

2

1/n∫
−1/n

φdx .
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Ïðè n→ ∞ èìååì ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

(fn, φ) =
n

2
φ(cn)

2

n
= φ(cn) , − 1

n
< φ(cn) <

1

n
.

Ïðè cn → 0 è â ñèëó íåïðåðûâíîñòè φ(x), φ(cn) → φ(0). Òàêèì îáðàçîì, ïðè n→ ∞

(fn, φ) =

∞∫
−∞

fn(x)φ(x)dx→ φ(0) = (δ, φ)

è ñëåäîâàòåëüíî fn
D′
→ δ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèåì (11) è ðàâåíñòâîì (13) ââåäåì äëÿ îáîáùåííîé ôóíê-
öèè (δ, φ) îáîçíà÷åíèå

δ(x) = lim
n→∞

fn(x) =

{
0, x ̸= 0
∞, x = 0 .

ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì

∞∫
−∞

δ(x)φ(x)dx = (δ(x), φ(x)) = φ(0) .

Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì èíòåãðàë îò δ(x) êàê

∞∫
−∞

δ(x)dx = lim
n→∞

∞∫
−∞

fn(x)dx = 1

Ïóñòü èíòåðâàë (a, b) íå âêëþ÷àåò òî÷êó x = 0 Òîãäà

b∫
a

δ(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx = 0 ,

òàê òàê, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n èíòåðâàë [− 1
n
, 1

n
], â êîòîðîì îòëè÷íà îò íóëÿ ôóíêöèÿ

fn(x), íå áóäåò âõîäèòü â îòðåçîê (a, b). Òàêèì îáðàçîì, åñëè îòðåçîê (a, b) íå âêëþ÷àåò
òî÷êó x = 0, òî èíòåãðàë îò δ(x) ïî (a, b) ðàâåí íóëþ.

x

y

O

n/2

1
n
_1

n
_

-

Ðèñ. 2.
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�4. Äåëüòàîáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèîíàëîâ (fn, φ), ñõîäÿùèõñÿ ê δ- ôóíêöèè
ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îáû÷íûõ ôóíêöèé

fε(x) =
1

π

ε

x2 + ε2
, −∞ < x <∞ , ε→ +0 . (14)

Ãðàôèê ôóíêöèè fε(x) èçîáðàæåí íà ðèñ.3.

 

y
1/

x

=0,55

=1

=2

Ðèñ. 3.

Äëÿ ëþáîãî ε èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∞∫
−∞

fϵ(x))dx =
1

π

∞∫
−∞

ε

x2 + ε2
dx =

1

π
arctg

x

ε

∣∣∣∣∞
−∞

= 1 .

Êðîìå òîãî

lim
ε→0

fε(x) = δ(x) =

{
0, x ̸= 0
∞, x = 0 .

Ôóíêöèè fε(x) ïîðîæäàþò ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë fε

(fε , φ) =

∞∫
−∞

fε(x)φ(x)dx =
1

π

∞∫
−∞

εφ(x)

x2 + ε2
dx (15)

è îáîáùåííóþ ôóíêöèþ fε(x). Ïîêàæåì, ÷òî

lim
ε→0

(fε , φ) = φ(0) = (δ , φ) .
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1/(4 )1/2y

 
 

x

=0,08

=0,5

=2

Ðèñ. 4.

Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â (15), x = εy, dx = εdy,

lim
ε→0

(fε , φ) =
1

π
lim
ε→0

∞∫
−∞

φ(εy)

1 + y2
dx =

φ(0)

π

∞∫
−∞

dy

1 + y2
dx =

φ(0)

π
arctg

x

ε

∣∣∣∣∞
−∞

= φ(0) ,

îòêóäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîáùåííûõ ôóíêöèé

fε(x)
D′
→ δ(x) =

{
0, x ̸= 0
∞, x = 0 .

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé (ðèñ.4)

fε =
1√
4πε

e−x2/4ε ε→ 0 ,

äëÿ êîòîðûõ
∞∫

−∞

fε(x)dx =

∞∫
−∞

e−x2/4ε dx√
4πε

= 1

è

lim
ε→0

fε(x) =

{
0, x ̸= 0
∞, x = 0 .

Ïóñòü φ ∈ D, òîãäà

lim
ε→0

(fε , φ) = lim
ε→0

∞∫
−∞

e−x2/4εφ(x)
dx√
4πε

=

∣∣∣∣y =
x√
ε
, dy =

dx√
ε

∣∣∣∣ =
1√
4π

lim
ε→0

∞∫
−∞

e−y2/4φ(
√
εy)dy = φ(0)

1

2
√
π

∞∫
−∞

e−y2/4dy = φ(0) .
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Èòàê
(fε , φ) → (δ , φ) = φ(0) ε→ 0

è ñëåäîâàòåëüíî ïðè ε→ 0

fε(x)
D′
→ δ(x) .

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè âèäà (ðèñ.5)

fL(x) =
sinLx

πx
L→ ∞ ,

äëÿ êîòîðûõ

lim
L→∞

fL(x) =

{
0, x ̸= 0
∞, x = 0 .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

 

L=3

 

y

x

L=6

Ðèñ. 5.

∞∫
−∞

sinLx

πx
dx =

∣∣y = xL
∣∣ = ∞∫

−∞

sin y

πy
dy = 1 .

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííûì ïðèìåðàì, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöè-
îíàëîâ, ïîðîæäàåìûõ fL(x), ñóùåñòâóåò ïðåäåë

(fL , φ) → (δ , φ) = φ(0) L→ ∞ .

è ñëåäîâàòåëüíî ïðè L→ ∞
fL(x)

D′
→ δ(x) .

Òàêèì îáðàçîì

lim
L→∞

sinLx

πx
= δ(x) â D′ .
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Óñòàíîâèì åùå îäíî ðàâåíñòâî. Òàê êàê

L∫
−L

eitxdt = 2π
sinLx

πx
,

òî

lim
L→∞

L∫
−L

eitxdt = v.p.

∞∫
−∞

eitxdt = 2π lim
L→∞

sinLx

πx
= 2πδ(x)

=

â D′. Ýòî ðàâåíñòâî çàïèñûâàþò òàêæå êàê

∞∫
−∞

eitxdt = 2πδ(x) ,

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

�5. Óìíîæåíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé

Ïóñòü f ∈ D′ - îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, à ψ(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ ψf åñòü îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà ïðîèçâîëüíóþ
ôóíêöèþ φ ∈ D ïî ïðàâèëó

(ψf , φ) = (f , ψφ) . (16)

Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f ðàâíà íóëþ íà (a , b), åñëè äëÿ ëþáîãî φ ∈ D íîñèòåëü êîòîðîé
ëåæèò â (a , b) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(f , φ) = 0 .

Ïðèìåð. δ(x) = 0 íà ëþáîì èíòåðâàëå (a , b), íå ñîäåðæàùåì òî÷êó x = 0. Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ ëþáîãî ψ íîñèòåëü êîòîðîé ëåæèò â (a , b)

(δ , φ) = φ(0) = 0 .

Äâå îáîáùåííûå ôóíêöèè f1 è f2 íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè íà èíòåðâàëå (a , b), åñëè
f1 − f2 = 0 íà (a , b), ò.å. äëÿ ëþáûõ φ ∈ D, ñ íîñèòåëåì â (a , b)

(f1 − f2 , φ) = 0 èëè (f1 , φ) = (f2 , φ) .

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ψ(x)δ(x), ãäå ψ ∈ D. Òîãäà äëÿ âñåõ φ(x) ∈ D

(ψδ , φ) = (δ , ψφ) = ψ(0)φ(0) = (δ , ψ(0)φ) = (ψ(0)δ , φ) ,

îòêóäà ïîëó÷àåì
ψ(x)δ(x) = ψ(0)δ(x) .
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Â ÷àñòíîñòè, xδ(x) = 0.

�6. Ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ â îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ

Ïóñòü f(x) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ , ïîðîæäàþùàÿ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ
(f , φ)

(f(x) , φ(x)) =

∞∫
−∞

f(x)φ(x)

è y = ax + b ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííîé x, ãäå a è b íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
Îïðåäåëèì îáîáùåííóþ ôóíêöèþ f(ax+ b) ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà

(f(ax+ b) , φ) =

∞∫
−∞

f(ax+ b)φ(x) =
1

|a|

∞∫
−∞

f(y)φ(
y − b

a
)dy =

=
1

|a|

(
f(x) , φ

(x− b

a

))
.

Èòàê

(f(ax+ b) , φ) =
1

|a|

(
f(x) , φ

(x− b

a

))
. (17)

Ðàâåíñòâî (17) áåðåòñÿ çà îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ôóíêöèè f(ax+b) äëÿ ëþáûõ f ∈ D′.
Ïðèìåðû.

1) Ñäâèã íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé y = x− a.

(f(x− a) , φ) = (f , φ(x+ a)) .

Ïóñòü f(x) = δ(x), òîãäà

(δ(x− a) , φ) = (δ(x) , φ(x+ a)) = φ(a)

èëè
∞∫

−∞

δ(x− a)φ(x)dx = φ(a) .

2) (δ(ax− b) , φ) =
1

|a|

(
δ , φ

(x+ b

a

))
=

1

|a|
φ
( b
a

)
èëè

∞∫
−∞

δ(ax− b)φ(x)dx =
1

|a|
φ
( b
a

)
.

3) Îòðàæåíèå â íà÷àëå êîîðäèíàò y = −x.

(f(−x) , φ) = (f(x) , φ(−x)) .
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Ïóñòü f(x) = δ(x), òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ D

(δ(−x) , φ) = (δ(x) , φ(−x)) = φ(0) = (δ(x) , φ) .

Îòêóäà δ(−x) = δ(x).

�7. Íåëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ â îáîáùåííûõ ôóíêöèÿõ

Ïóñòü a(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïðîñòîé êîðåíü â òî÷-
êå x0, ò.å. a(x0) = 0. Îïðåäåëèì îáîáùåííóþ ôóíêöèþ δ(a(x)) êàê ïðåäåë

δ(a(x)) = lim
n→∞

fn(a(x)) â D′ (18)

ãäå

fn(x) =


n

2
, |x| < 1

n

0, |x| > 1

n
,

n = 1, 2, . . .

Ðàâåíñòâî (18) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ φ ∈ D èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(δ(a(x)) , φ) = lim
n→∞

(fn(a(x)) , φ) = lim
n→∞

∞∫
−∞

fn(a(x))φ(x)dx (19)

Ôóíêöèÿ fn(a(x)) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâîì |a(x)| <
0. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ýòî íåðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â îêðåñòíîñòè
íóëÿ ôóíêöèè a(x) (ñì. ðèñ.6). Îáîçíà÷èì ýòó îêðåñòíîñòü êàê (x0+ ε, x0+ ε). Ïðè÷åì,
åñëè ôóíêöèÿ a(x) âîçðàñòàåò âíóòðè ýòîé îêðåñòíîñòè, òî a(x0 ± ε) = ±1/n, à åñëè

a(x)

xx x0+ ex - e

1
n

1
n-

0 0

Ðèñ. 6.

óáûâàåò, òî a(x0 ± ε) = ∓1/n. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a(x) âåäåò
ñåáÿ ìîíîòîííî è ñäåëàòü çàìåíó y = a(x) â (19), äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ



Íåëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ 15

ôóíêöèÿ x = a−1(y), òàêàÿ, ÷òî x0 = a−1(0). Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì, áóäåì
èìåòü

(δ(a(x)) , φ) = lim
n→∞

x0+ε∫
x0−ε

fn(a(x))φ(x)dx =
∣∣∣y = a(x)

∣∣∣ =
= lim

n→∞

a(x0+ε)∫
a(x0−ε)

fn(y)
φ(a−1(y))

a′(a−1(y))
dy = lim

n→∞

1/n∫
−1/n)

fn(y)
φ(a−1(y))

|a′(a−1(y))|
dy

=
φ(a−1(0))

|a′(a−1(0))|
lim
n→∞

1/n∫
−1/n)

fn(y)dy =
φ(x0)

|a′(x0)|
=

(δ(x− x0)

|a′(x0)|
, φ

)
.

Òàêèì îáðàçîì

δ(a(x)) =
δ(x− x0)

|a′(x0)|
. (20)

Ïóñòü[a, b] íîñèòåëü φ ∈ D, íå ñîäåðæàùèé íóëÿ a(x) (ðèñ.7). Òîãäà

(δ(a(x)) , φ) = lim
n→∞

b∫
a

fn(a(x))φ(x)dx = 0 ,

òàê êàê ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n≫ 1 fn(a(x)) = 0 â [a, b].
Ïóñòü òåïåðü a(x) èìååò èçîëèðîâàííûå ïðîñòûå íóëè xk, k = 1, 2, . . .. Â ýòîì ñëó÷àå

(δ(a(x)) , φ) = lim
n→∞

∞∫
−∞

fn(a(x))φ(x)dx =
∑
k

lim
n→∞

xk+εk∫
xk−εk

fn(a(x))φ(x)dx ,

òàê êàê fn(a(x)) ̸= 0 òîëüêî â îáëàñòÿõ (xk − εk, xk + εk), ãäå |a(x)| < 1/n , ïðè÷åì
a(xk ± εk) = ±1/n èëè ∓1/n (ñì. ðèñ.8). Ïðîèçâåäÿ çàìåíó â êàæäîì èíòåðâàëå (xk −
εk, xk + εk), àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â (20),ïîëó÷èì

(δ(a(x)) , φ) =
(∑

k

δ(x− xk)

|a′(xk)|
, φ

)
.

a(x)

xx x0+ ex - e

1
n

1
n-

0 0

(     )
a b

a(x)

xx + e

x + e

1
n

1
n-

2
x - e x x 11 1

1
n

x - e1 1

1
n-

2 2

22

Ðèñ. 7. Ðèñ. 8.
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Îòêóäà

δ(a(x)) =
∑
k

δ(x− xk)

|a′(xk)|
.

Çàìå÷àíèå. Â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn ìîæåò áûòü âçÿòà ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê äåëüòà-ôóíêöèè.
Ïðèìåð.

δ(x2 − a2) =
1

2|a|
[δ(x− a) + δ(x+ a)] .

�8. Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé

Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíàÿ è äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà R ôóíêöèÿ, òîãäà f ′(x) ïîðîæäàåò
ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë

(f ′, φ) =

∞∫
−∞

f ′(x)φ(x)dx =

∞∫
−∞

φ(x)df(x) =

= φ(x)f(x)
∣∣∣∞
−∞

−
∞∫

−∞

f(x)φ′(x)dx .

Òàê êàê φ(x) → 0 ïðè x→ ±∞, òî

(f ′, φ) = −(f, φ′), ∀φ ∈ D (21)

Ðàâåíñòâî (21) áåðåòñÿ çà îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè f ∈ D′ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé è

íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë f ′ ∈ D′, äåéñòâóþùèé íà îñíîâíûå ôóíêöèè φ ∈ D ïî ïðà-
âèëó (21).

Ïðîâåðèì, ÷òî f ′ åñòü ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë.
1) Ëèíåéíîñòü. Ïóñòü α è β ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà è φ1, φ2 ∈ D, òîãäà

(f ′, αφ1 + βφ2) = −(f, αφ′
1 + βφ′

2) = −α(f, φ′
1) + β(f, φ′

2)

= α(f ′, φ1) + β(f ′, φ2).

2) Íåïðåðûâíîñòü. Ïóñòü φn(x)
D→ φ(x), n → ∞, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî lim

n→∞
(f ′, φn) =

(f ′, φ). Èñïîëüçóÿ (21), áóäåì èìåòü

lim
n→∞

(f ′, φn) = − lim
n→∞

(f, φ′
n) = −(f, φ′) = (f, φ′) ,

òàê êàê èç φn(x)
D→ φ(x) ⇒ φ′

n(x)
D→ φ′(x) è f åñòü íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë.

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïî èíäóê-
öèè

f (k) = (f (k−1))′ k = 1, 2, 3, . . .
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Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

(f (k), φ) = (−1)k(f, φ(k)) . (22)

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Õýâèñâéäà

θ(x) =

{
1, x > 0
0, x < 0 ,

Ôóíêöèÿ θ(x) ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà, ïîýòîìó ïîðîæäàåò îáîáùåííóþ ôóíêöèþ θ,
äåéñòâóþùóþ íà îñíîâíûå ôóíêöèè φ(x) ïî ïðàâèëó

(θ, φ) =

∞∫
−∞

θ(x)φ(x)dx =

∞∫
0

φ(x)dx .

Òîãäà, äëÿ ëþáîãî φ ∈ D

(θ′, φ) = −(θ, φ′) = −
∞∫
0

φ′(x)dx = −φ(x)
∣∣∣∞
0
= φ(0) = (δ, φ) ,

îòêóäà
θ′(x) = δ(x) .

Àíàëîãè÷íî θ′(x− a) = δ(x− a).
Ïóñòü ψ(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, à f îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà

((ψf)′, φ) = −(ψf, φ′) = −(f, ψφ′) = −(f, (ψφ)′ − ψ′φ) =

= −(f, (ψφ)′) + (f, ψ′φ) = (f ′, ψφ) + (ψ′f, φ) =

= (ψf ′, φ) + (ψ′f, φ) = (ψf ′ + ψ′f, φ) ,

îòêóäà
(ψf)′ = ψf ′ + ψ′f .

Ïðèìåð 2. Ïîêàçàòü, ÷òî xδ′ = −δ. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

(xδ′, φ) = (δ′, xφ) = −(δ, (xφ)′) = −(δ, xφ′)− (δ, φ) = −(δ, φ) ,

îòêóäà
xδ′ = −δ .

Ïðèìåð 3. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè

signx =


1, x > 0
0, x = 0

−1, x < 0
.

Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ signx îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(signx, φ) =

∞∫
−∞

signxφ(x)dx = −
0∫

−∞

φ(x)dx+

∞∫
0

φ(x)dx .
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Äëÿ ïðîèçâîäíîé áóäåì èìåòü

((signx)′, φ) = −(signx, φ′) =

0∫
−∞

φ′(x)dx−
∞∫
0

φ′(x)dx =

= φ(x)
∣∣∣0
−∞

−φ(x)
∣∣∣∞
0
= 2φ(0) = (2δ, φ) .

îòêóäà
(signx)′ = 2δ(x) .

Ïóñòü f(x) èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â òî÷êå x0 (ðèñ.9). Ôóíêöèÿ f(x) ïîðîæäàåò
îáîáùåííóþ ôóíêöèþ f :

(f, φ) =

∞∫
−∞

f(x)φ(x)dx ,

ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ðàâíà

f ′(x) = {f ′(x)}+ hδ(x− x0) , (23)

ãäå

{f ′(x)} =


f ′(x), x ̸= x0
f ′(x0 − 0), x = x0 − 0
f ′(x0 + 0), x = x0 + 0

.

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé (21), áóäåì èìåòü äëÿ ëþáîãî φ ∈
D

(f ′, φ) = −(f, φ′) = −
x0∫

−∞

f(x)φ′(x)dx−
∞∫

x0

f(x)φ′(x)dx =

−
[
f(x)φ(x)

]x0

−∞
−

[
f(x)φ(x)

]∞
x0

+

x0∫
−∞

f ′(x)φ(x)dx+

∞∫
x0

f ′(x)φ(x)dx =

= [f(x0 + 0)− f(x0 − 0)]φ(x0) +

∞∫
−∞

{f ′(x)}φ(x)dx =

= φ(x0) +

∞∫
−∞

{f ′(x)}φ(x)dx = (hδ(x− x0) + {f ′(x)}, φ) ,

îòêóäà è ñëåäóåò ðàâåíñòâî (23).

�9. Ãëàâíîå çíà÷åíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Ïóñòü â èíòåðâàëå [a, b] çàäàíà ôóíêöèÿ φ(x), êîòîðàÿ èìååò â òî÷êå x = c ∈ [a. b]
îñîáóþ òî÷êó (φ(c) = ∞). Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò φ(x) ïî îòðåçêó [a, b] îïðåäåëÿ-
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f(x)

xx
0

Ðèñ. 9.

åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

b∫
a

φ(x)dx = lim
ε→+0
ε′→+0

{ c−ε∫
a

+

b∫
c+ε′

}
, (24)

ïðè÷åì ïðåäåëû ε → +0 è ε′ → +0 ñîâåðøàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ìîæåò
îêàçàòüñÿ, ÷òî ïðåäåë (24) ïðè íåçàâèñèìûõ ε è ε′ íå ñóùåñòâóåò. Â òî æå âðåìÿ ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü ïðåäåë ñ ε = ε′. Âû÷èñëåííûé òàêèì îáðàçîì ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì
çíà÷åíèåì èíòåãðàëà (24) è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

V.p.

b∫
a

φ(x)dx = lim
ε→+0

{ c−ε∫
a

+

b∫
c+ε

}
.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî èíòåãðàë

b∫
a

φ(x)dx

ñóùåñòâóåò â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè èíòåãðàë (24) ñóùåñòâóåò êàê íåñîáñòâåí-
íûé, òî îí ñóùåñòâóåò è â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü a < 0, b > 0, âû÷èñëèì èíòåãðàë

b∫
a

dx

x
=

−ε∫
a

dx

x
+

b∫
ε′

dx

x
= ln |x|

∣∣∣−ε

a
+ ln |x|

∣∣∣b
ε′
= ln

b

|a|
+ ln

ε

ε′
.

Ïðè íåçàâèñèìûõ ïðåäåëàõ ε → +0, ε′ → +0, ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè íå ñóùåñòâóåò. Ïðè
ε = ε′

−ε∫
a

dx

x
+

b∫
ε

dx

x
= ln

b

|a|

íåçàâèñèìî îò ε. Ïîýòîìó ãëàâíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà åñòü

V.p.

b∫
a

dx

x
= lim

ε→+0

{ −ε∫
a

+

b∫
ε

}
= ln

b

|a|
.
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Ïðè a = −R, b = R

V.p.

R∫
−R

dx

x
= 0 . (25)

Ïðèìåð 2. Ïóñòü φ(x) ̸= 0 ïðè |x| 6 R è φ(x) = 0 ïðè |x| > 0 è φ(0), φ′(0) êîíå÷íû.
Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

R∫
−R

φ(x)

x
dx

íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê
φ(x)

x
èìååò îñîáóþ òî÷êó ïðè x = 0. Íàéäåì ãëàâíîå çíà÷åíèå

èíòåãðàëà.

V.p.

R∫
−R

φ(x)

x
dx = V.p.

R∫
−R

φ(0)

x
dx+ V.p.

R∫
−R

φ(x)− φ(0)

x
dx

= V.p.

R∫
−R

φ(x)− φ(0)

x
dx =

R∫
−R

φ(x)− φ(0)

x
dx ,

òàê êàê ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò (çíà÷åíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â íóëå
ðàâíî φ′(0)) êàê íåñîáñòâåííûé è áóäåò ñîâïàäàòü ñ ãëàâíûì çíà÷åíèåì. Èòàê

V.p.

R∫
−R

φ(x)

x
dx =

R∫
−R

φ(x)− φ(0)

x
dx . (26)

�10. Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî

Ââåäåì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë P
1

x
, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

(P
1

x
, φ) = V.p.

∞∫
−∞

φ(x)

x
dx =

∞∫
−∞

φ(x)− φ(0)

x
dx . (27)

Ôóíêöèîíàë P
1

x
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì íà D′. Ïóñòü φn(x)

D→ φ(x). Äîñòà-

òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φ̄n = φn −φ
D→ 0 ⇒ (P

1

x
, φn) →

0, n → ∞. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ, φ(x) − φ(0) =
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φ′(ξ)x, ãäå ξ ∈ (0 , x) è φ ∈ D, áóäåì èìåòü

(
P
1

x
, φ̄n

)
=

∣∣∣V.p. ∞∫
−∞

φ̄n(x)

x

∣∣∣ = ∣∣∣ R∫
−R

φ̄n(x)− φ̄n(0)

x

∣∣∣
=

∣∣∣ R∫
−R

φ̄′
n(ξ)x

x

∣∣∣ 6 2Rmax
|x6R|

|φ̄′
n(x)| → 0 , n→ ∞ ,

òàê êàê èç ñõîäèìîñòè φ̄n(x)
D→ 0 ⇒ φ̄′

n(x)
D→ 0. Òàêèì îáðàçîì, P

1

x
íåïðåðûâíûé

ôóíêöèîíàë.

Îïðåäåëèì îáîáùåííóþ ôóíêöèþ
1

x+ iε
êàê ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë

( 1

x+ iε
, φ

)
=

∞∫
−∞

φ(x)

x+ iε
dx . (28)

Óñòàíîâèì òåïåðü ðàâåíñòâî

lim
ε→+0

∞∫
−∞

φ(x)

x+ iε
dx = −iπφ(0) + V.p.

∞∫
−∞

φ(x)

x
dx . (29)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè φ(x) = 0 ïðè |x| > R, òî

lim
ε→+0

∞∫
−∞

φ(x)

x+ iε
dx = lim

ε→+0

R∫
−R

x− iε

x2 + ε2
φ(x)dx

= φ(0) lim
ε→+0

R∫
−R

x− iε

x2 + ε2
dx+ lim

ε→+0

R∫
−R

x− iε

x2 + ε2
[φ(x)− φ(0)]dx

iφ(0) lim
ε→+0

R∫
−R

d(x/ε)

1 + (x/ε)2
+

R∫
−R

φ(x)− φ(0)

x
dx

2iφ(0) lim
ε→+0

arctg
R

ε
+ V.p.

∞∫
−∞

φ(x)

x
dx = iπφ(0) + V.p.

∞∫
−∞

φ(x)

x
dx. (30)

Ñîîòíîøåíèå (30) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

lim
ε→+0

( 1

x+ iε
, φ

)
= iπφ(0) + V.p.

∞∫
−∞

φ(x)

x
dx = (iπδ + P

1

x
, φ) .

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè â D′, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

1

x+ iε

D′
→ iπδ(x) + P

1

x
, ε→ +0 .
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Ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ÷àñòî îáîçíà÷àþò êàê
1

x+ i0
, òîãäà

1

x+ iε

D′
→ 1

x+ i0
= iπδ(x) + P

1

x
, ε→ +0 . (31)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

1

x− iε

D′
→ 1

x− i0
= −iπδ(x) + P

1

x
, ε→ +0 . (32)

Ôîðìóëû (31) è (32) íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Ñîõîöêîãî.
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